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Ozet

Bu ¢alismada, yapisal olmayan belirsizlige sahip tek girisli-tek ¢ikisl dogrusal zamanla degisme-
yen sistemleri kapali ¢cevrimde dayanikli kararli kilan oransal (P) ve oransal-integral (PI) kontro-
lorlerin tam bir kiimesini bulmak igin yeni yontemler onerilmistir. Boyle bir sistemi dayanikli karar-
1 kilan tiim oransal kontrolorleri hesaplamak igin onerilen yontem, temelde Nyquist teoreminin bir
genellestirilmesine dayanir. Yapisal olmayan belirsizliklere sahip bir sistemin Nyquist egrisi, tek bir
egri olmayip reel ekseni bolgeler bigiminde kesen bir egri ailesi bicimindedir. Bu egri ailesi, belir-
sizlik disklerinden olusan bir bantin ig¢inden gecer. Nominal sistemi kararli yapan kazanglar ile be-
lirsizlik bantimin reel ekseni kesim yerlerinden bulunan belirsizlik kazang kiimelerinden yararlana-
rak sistemi kapali cevrimde dayanikli kararli kilan kazanglarin hesabi hizlica yapilabilir. Iki reel
polinomun kéklerinin hesabint gerektiren bu yontemin bir parametre iizerinde herhangi bir tarama
yapmay gerektirmemesinden dolayi literatiirdeki yontemler tizerine avantaji da vardiwr. PI kontro-
l6r parametrelerinin kutupsal koordinatlarda yazilmasiyla bulunan yeni sistem icin birim daire ta-
ratilarak ve bu yontemden elde edilen sonu¢lardan da yararlanilarak dayanikh kararli yapan PI
kontrolorlerin tam bélgesi hesaplanabilir. Ayrica yapisal olmayan belirsizlik iceren sistemi daya-
niklt kararh kilan PI kontrolorleri bulmak i¢in parametre uzayr yaklasimint kullanan geometrik ta-
banli iki yeni yontem de onerilmistir. Bu yontemler, belirsizlik disklerinin orijini i¢cermesi ve iger-
memesine gore iki asama igerirler. Birinci yontem, dayanikli kararli yapan PI kontrolorlerin tam
bolgesini hesaplayan yavas bir yontemken; digeri ise dayanikli kararlt yapan PI kontrolorlerin yak-
lastk bélgesini veren hizli bir yontemdir.
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P and PI controller design for systems
with unstructured uncertainty

Extended abstract

In controller design, it is essential to achieve
stability of the closed-loop system and various
performance specifications. Frequency domain

criteria such as gain margin, phase margin and H_,

norms of the closed-loop transfer functions as well
as time domain criteria such as settling time, rise
time and overshoot can be counted among important
performance specifications. Most of the controllers
used in the practical world are low order controllers
such as P, PI and PID controllers. It is possible to
see that methods for finding stabilizing low order
compensators can be considered in three main cate-
gories: methods based on Nyquist theorem, methods
based on a generalized version of the Hermite-
Biehler theorem, and methods based on parameter
space and the concept of singular frequencies.

Robust stabilization of continuous time single-input
single-output (SISO) linear time invariant (LTI) sys-
tems with multiplicative uncertainties is considered
in this study. In particular, it has been shown that all
P and PI controllers that robustly stabilize a given
uncertain SISO LTI system can be found by utilizing
a generalization of the Nyquist theorem and the pa-
rameter  space approach, respectively. The
generalization of Nyquist stability criterion suggests
to determine the number of the unstable poles for
gain intervals obtained by calculating the location
and direction of the crossing of the Nyquist plot with
the real axis. A stable characteristic polynomial,
whose roots are in the left half plane, becomes
unstable if and only if at least one root crosses the
imaginary axis. The parameter values of the root
crossing form the stability boundaries in the
parameter space, which can be classified into three
cases: the real root boundary, where a root crosses
the imaginary axis at the origin (substitute s = jw
and w=0 in the characteristic polynomial), the
infinite root boundary, where a root leaves the left
half plane at infinity (for w — ) and the complex
root boundary, where a pair of conjugate complex
roots crosses the imaginary axes (for 0 <w< o).
These stability boundaries seperate regions in which
the number of closed loop system unstable poles do
not change in the parameter space.

Sometimes, it is not possible to represent
uncertainties in a system model with parametric

uncertainties. Such uncertainties are usually
encapsulated in a norm bounded system block that
acts on a nominal system in an additive or
multiplicative manner. Although it is possible to find
robust controllers that can stabilize systems with

such uncertainties by the help of H_ control theory,

the resulting compensators are usually of high order
(at least as high as the order of the plant) and
therefore impractical in many cases. Several

attempts exist to put constraints on the order of H_,

controllers in the literature. However, many of these
approaches suffer from computational intractability.

In many practical cases direct determination of the
set of P and Pl controllers that provide robust
stability of SISO LTI systems with unstructured un-
certainty is required. To the best knowledge of
authors, there is no such direct methods available in
the literature for this purpose. The main aim of this
paper is to provide such methods. Nyquist plot of a
system with multiplicative uncertainties is a family
of curves rather than a single curve and crosses the
real axis in segments of the real axis instead of at
single points. Actually, the frequency response of a
system with unstructured uncertainty at a given fre-
quency is a disk

A new method is proposed to determine all
stabilizing P and PI controllers for a given system
with multiplicative uncertainty. The method is
applicable to systems with unstable or nonminimum
phase transfer functions and/or weight functions.
Proposed method involves calculation of roots of
two real polynomials and does not require any
search or gridding over a parameter (for P control),
and as a result offers computational advantages
over existing methods in literature. Although it is
assumed that the nominal system does not have any
poles on the imaginary axis in derivations of
Sformulations, it is actually possible to extend the
results to cover such cases rather easily. In this
study, two new geometric methods are also proposed
to find the set of PI controllers that robustly stabilize
a given system with unstructured uncertainty. The
first method gives exact set of robustly stabilizing Pl
controllers; but it is slow. An alternative method
suggests approximation set of robustly stabilizing Pl
controllers; but it is faster than the first one.

Keywords: P and PI control, robust control, Nyquist
theorem, parameter space approach.
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Giris

Kontrol sistemlerinin tasarlanmasinda genellikle
sistemin kapali ¢evrimde kararli yapilmasi ve
sistem cevaplariin istenilen bazi performans
kriterlerini saglamas1 amaclanir. Tasarimda sis-
tem modellenmesinden ortaya ¢ikabilecek ol-
¢clim hatalari, yiiksek dereceli sistemlerin diisiik
dereceli modeller ile gosterilimi ve sistem dis1
bozucularin varlig1 sistemlerde yapisal olan ve
yapisal olmayan belirsizliklerin olugmasina ve
boylece istenen performans kriterlerinin sagla-
namamasina ve Ozellikle kararsizliga neden ola-
bildikleri i¢in, bunlara kars1 sistemleri dayanikli
kararlt kilacak kontrolorlerin tasarlanmasi gii-
niimiizde oldukg¢a 6nem kazanmaktadir.

Zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde
kararli1 yapacak P, PI ve PID kontrolorler gibi
diisiik dereceli kontroldrlerin tasarimi i¢in litera-
tiirdeki yontemlerden {i¢ tanesi ¢ok kullanilir.
Bunlardan ilki, verilen reel katsayili bir
polinomun kararli olmas1 i¢in belirli bir i¢ igelik
ozelliginin saglanmasinin gerek ve yeter oldu-
gunu ifade eden Hermite-Biehler teoreminin bir
genellestirilmesidir. (Ho vd., 1997; Ho vd.,
1999; Datta vd., 2000). Bu genellestirme, sistem
derecesine bagli olarak {istel olarak artan sayida
isaret fonksiyonunun analizini gerektirdiginden;
hizli sonug veren bir yontem degildir. Bu neden-
le ikinci bir yontem olarak Nyquist egrisinin re-
el ekseni kestigi yerlerin ve yonlerinin bulun-
masiyla Nyquist teoreminin (Nyquist, 1932) bir
genellestirilmesine dayanan hizli bir yontem
Munro ve digerleri (1999), Munro ve digerleri
(2000) ile Soylemez ve digerleri (2003) tarafin-
dan Onerilmistir. Bu yontem, Chebyshev poli-
nomlar1 ve bilineer doniisiim kullanilarak ayrik
zamanl sistemlere Bayhan ve Sdylemez
(2006b) tarafindan uyarlanmistir. Nyquist teore-
minin bir genellestirilmesine dayanan bu yon-
temden hareketle dayanikliligin bir dlgiitii olan
istenilen kazang pay1 ve faz payi icin kapali ¢ev-
rimde sistemin kararliligin1 saglayacak oransal
kontrolorlerin hesabi ile maksimum kazang ve
faz paylarmin hesabi, Bayhan ve Sdylemez
(2006a), Bayhan ve Soylemez (2007a) ile Bay-
han ve Soylemez (2007b) tarafindan yapilmistir
ve elde edilen sonuglar ayrik zamanli sistemlere
de uyarlanmistir (Bayhan ve Soylemez, 2006c).

Ucglincii yontem ise tekil frekanslarda PID para-
metre uzayinin ayristirilmasina dayanan ve
O0zdegerlerin hareketiyle tanmimlanan gecisler
tizerine kurulu ancak arama gerektiren bir yon-
temdir. (Ackermann vd., 2002a; Bajcinca, 2001;
Bajcinca, 2006; Kiani ve Bozorg, 2006). Diger
taraftan kararlilik sinir egrisinin PI diizleminde
cizilmesine dayanan grafiksel bir yontem ise,
Tan ve digerleri (2006) tarafindan tanitilmistir.

Parametrik belirsizliklere sahip bir sistem mode-
lindeki bu belirsizlikleri gostermek pratikte her
zaman miimkiin olmayabilir. Boyle belirsizlikle-
re sahip sistemleri dayanikli kararli yapacak
kontrolorler H,, kontrol teorisi yardimiyla bulu-
nabilir; ancak bu sekilde bulunan kontroldrlerin
mertebesi, en az kontrol edilmek istenen siste-
min mertebesi kadar olur veya son derece kiril-
gan kontrolorler bulunabilir (Ho vd., 2001). He
kontrolorlerin mertebesini kisitlandirmak igin
baz1 ¢alismalar yapilmistir (Iwasaki ve Skelton,
1995). Ancak bu caligmalarin ¢ogunun cebrik
acidan takip edilmesi, zordur (Ho, 2001). Bu
nedenle dayanikli kararliligi saglayan oransal
kontrolorlerin kiimesini dogrudan bulmak i¢in
Soylemez ve Bayhan (2008) tarafindan yeni bir
yontem gelistirilmistir. Bu yontemden elde edi-
len sonuglardan yararlanilarak PI kontrolor pa-
rametrelerinin kutupsal koordinatlarda yazilma-
styla bulunan yeni sistem i¢in birim daire tarati-
larak dayanikli kararli yapan PI kontrolorlerin
tam bolgesi bu ¢aligmada, hesaplanmistir.

Parametre uzay1 yaklagimi (Ackermann vd.,
2002), yapisal olmayan belirsizlik igeren zaman
gecikmesiz sistemleri kapali ¢cevrimde dayanikli
kararli yapacak PI kontrolorler bdlgesinin bu-
lunmasinda kullanilabilir. Yapisal olmayan be-
lirsizlikler kontrol sistemlerinde genelde carpim
veya toplam biciminde gosterildiginden bdyle
sistemlerin Nyquist egrisi, tek bir egri olmayip
reel ekseni bolgeler biciminde kesen egri ailesi
bicimindedir. Bu egri ailesi, belirsizlik diskle-
rinden olusan bir bantin ic¢inden geger
(Skogestad ve Postlethwaite, 2005). Bu ¢alis-
mada, parametre uzay1 yaklasimindan yararlana-
rak yapisal olmayan belirsizlik igeren zaman
gecikmesiz sistemleri dayanikli kararli kilabile-
cek tiim PI kontroldrlerin hesabi i¢in iki yeni
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yontem Onerilmistir. Birinci yontem, belirsizlik
disklerinin orijini icermesi ve icermemesine go-
re iki asama iceren bir yontemdir. Belirsizlik
bolgesinin disinda kalan ve kararsiz kutup sayi-
sinin sifir oldugu bolge, dayanikli kararli kilan
PI kontroldrler bolgesidir. Birinci yonteme al-
ternatif olarak hesabi kolaylastirmak ve islem
hizin1 arttirmak i¢in geometrik tabanl cebrik bir
yontem de bu ¢alismada Onerilmistir. Hizli so-
nug¢ veren fakat tutuculuga neden olan bu yon-
temin diginda parametre uzayinda dayanikli ka-
rarli kilan PI kontrolorlerinin tam bir kiimesini
bulmak i¢in S6ylemez ve Bayhan (2008) tara-
findan verilen sonuglar1 kullanan ikinci bir yon-
tem de bu calismada Onerilmistir. Yaklasik ol-
mayan kesin sonu¢ veren bu ikinci ydntemin
birinci yonteme gore islem yogunlugu genelde
fazladir.

Kararhhgi saglayan kazan¢ kiimesinin

bulunmasi

Zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde
kararl1 kilabilecek oransal kontrolorler kiimesini
bulmak i¢in, Nyquist teoreminin bir genellesti-
rilmesi ilizerine kurulu olan Munro ve digerleri
(1999) tarafindan gelistirilmis analitik bir hesap
yonteminden yararlanabiliriz. Sekil 1°de tek gi-
risli-tek ¢ikigh bir kontrol sistemi goriilmekte-
dir.

roo+ V.
>

F(s) G, (s)

Sekil 1. Kapali ¢evrim kontrol sistemi

F(s)=K,, oransal kontrolordir. Sekil 1°deki

kontrol edilmek istenen sistemin transfer fonk-

siyonu
N(s) a,s" +a, s"" +--+as+a, (1)
D(s) s"+b, "+t bs+b,

Gy(s)=

bicimindedir (a,b, e R) ve m<n oldugu varsa-
yilir. (1)’1 s’nin ¢ift ve tek kuvvetlerini icerecek
bicimde ayristirip; s = jw yazarsak,

) D,N,+D,Nw | D,N —D,N,
Gy = . { } @

Dl +D}w’ Dl +D}w’
Go(jw) = )Z(((:: oy 231 3
olarak bulunur. Burada
X(W)=D,N,+D N w (4)
Y(W)2D,N, ~D,N, )
Z(W) =D +D,w (6)

bi¢imindedir. D,,
D,(-w"), D,(-w*), N,(-w’) ve N, (-w’) yerine
kullanilmis olup; D(s) ve N(s) polinomlarinin
cift ve tek kisimlarindan olusmaktadir.

D, N, ve N, gosterimleri

(3)’den G, (jw) nin sanal kismu,

Y(w?)
Im{G,(jw); =w 7
olarak yazilir. vZw’ olarak tanimlayalim.
Y(v)’nin pozitif reel koklerinin v;,v;,...,v, oldu-

gu kabul edilirse; G,(jw) nin Nyquist yer egri-

si, i=L2,..,y igin w=0, w=o veya

w=4_r\/g "da reel eksenden geger. v, =0 ve
v,., = oldugu gdsterildiginde; i=12,..,y+2
i¢in reel cksenden gecis  noktalari,
x,=X()/Z(;) olarak bulunur. ;=12 p.
igin x; <x,, ve x, =X(v;,)/ Z(v;,;) saglanacak
bicimde (x,,v;) ¢iftlerini (i=12,.,y+2 i¢in),
(x;,v; ;) olarak yeniden tanimlarsak; Munro ve

digerleri (1999) tarafindan Nyquist teoreminin
bir genellestirilmesi olarak verilen asagidaki te-
oremi ifade etmek miimkiin olur.

Teorem 1

Uygun (proper) rasyonel transfer fonksiyonu (1)
ile verilen dogrusal zamanla degismeyen bir sis-
temi diigiinelim. D(s)’nin sanal eksende hi¢ bir
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koke sahip olmadigini kabul edelim. X(w?),
Y(w') ve Z(W*) (4), (5) ve (6) bagntilarinda
tanimlandigr gibi polinomlar olsun. Ayrica
i=12,.,q i¢in (x,,v; ;) ciftleri de, yukarida ta-
mimlandig1 gibi olsun. Ustelik Y (v) nin bas kat-
sayis1 y, ile gosterilirken; Y(v) nin en son sifir

olmayan katsayis1 y, ile gosterilsin. O zaman
verilen bir ke...;=(-1/x_,,-1/x;) kazanci

icin, kapal1 ¢cevrim sistemin kararsiz kutuplari-
nin sayisi

(8)

ile verilir. u,, G,(s) nin kararsiz kutuplarmnin
sayisidir. Reel eksenden gecislerin sayisi

Di
i = Zdi,j )]
j=1
olup; gecis yoni
(A=D)Sen (X)), 0<v) <o ise
di’j= Sen (y,), V;,j:O ise v (10)

_Sgn(yl)a vi,j = ise

olarak ifade edilebilir. Burada Y (v), Y (v) ’nin
Vi
(10)’daki “Sgn” sembolil, isaret fonksiyonunu
gostermektedir. (8)’den u, =0 olan kazang ara-

noktasindaki sifir olmayan birinci tiirevidir.

liklar1, kararli kilan kazanglar verir.

Yapisal olmayan belirsizlik iceren
sistemler icin dayanmikh kararhhgi
saglayan kazanclarin bulunmasi

Stirekli zamanli dogrusal zamanla degismeyen
sistemlerdeki yapisal olmayan belirsizlikleri
gostermek icin Sekil 2°deki gibi bir kapali ¢ev-
rim sistem ele alinip dayanikli kararli kilabile-
cek tiim kazanglar1 bulmak amaciyla Teorem 1,
kullanilabilir. Sekil 2°de gorillen G,(s), (1)’de
verilen sistemi gosterirken; A ise birden kii¢iik
(||A||w <1) H_ normuna sahip tim sistemleri

gosteren yapisal olmayan belirsizlikleri i¢eren
blokdur. Ayrica W(s), agirlik transfer fonksi-

yonudur. F(s)=K,’dir.

Sekil 2’de kontrol edilen sistem
A
G(s) =G,y (s) (1+W(S)A) (11)

ile gosterilebilir. Problem,

W(s) T(s)|. <1 ko-
sulunu gercekleyen agirlikli kapali ¢gevrim trans-
fer fonksiyonundaki H_ kisitlamasini saglayan
kazanglar1 bulmak olarak da formiile edilebilir.

A
G(jw) nin Nyquist egrisi, bir egri ailesi tanim-

ladig1 icin; reel ekseni bolgeler bigiminde keser.
A

G(jw)’nin verilen bir w" igin frekans cevabi,
G,(jw") merkezli ve r =|G,(jw) W(jw)| yar

capli Sekil 3’deki gibi bir disktir (Skogestad ve
Postlethwaite, 2005).

v

: £(s)

<
Y+

Sekil 2. Yapisal olmayan belirsizlik iceren sistem
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A lm(s)

R;(s)

Gy (jw)

Sekil 3. Verilen w" frekanst igin G,(jw) 'nin

frekans cevabi
w=w" frekansi icin p, SRe(s) < p, olmak tize-

A
re; Sekil 3’den G(jw) nin Nyquist egrisinin re-
el ekseni kesim yerleri, (3)’den yararlanarak

P (Wz) = Re(Go (Jw)F a(WZ)

X)) _ 2T 12
=a(w)
p]ﬂz(Wz):a(Wz)ixlb(Wz) (13)
olarak bulunur. Sekil 3 ve (7)’den
A . Y(w'
ﬁ(w)=lm{G0(]w)}:wZ§::/2; (14)
=] Guw '] wiw | (15)
elde edilir. W (jw), (3)’e benzer bigimde
Xy ) T ()
= 16
w(jw) Z, () +jw Z, o) (16)

olarak yazilabilir. (3) ve (16), (15)’de yazilirsa

(X +W W) (X 08)+WE (W)

(W) = 17
(W) ZoN 20 (17)
elde edilir. Burada tanimlanan

. N,(w")
b(w') &= —— (18)
D, (wz)

bagintisinin ve (12)’nin (13)’de yazilmasiyla

X)) _ |[N,(w")
zw) \D,(»")

pl,z(Wz) = (19)

bulunur. (19)’un w’ya gore tiirevi alinarak sifira
esitlenir ve diizenlenirse,

R(w*)2Z*(N, D,~D,N}) -
4N, D) (XZ'-ZX')=0 (20)

bulunur. Bu son bagimtida yer alan polinomlarin
hepsi w”’nin fonksiyonlaridir ve ayrica D),

N,, Z' ve X' swasiyla D,, N,, Z ve X

polinomlarmin w’a goére birinci tiirevlerini gos-
termektedir. (20)’de sirasiyla

N, ) 2( X7 +w'Y?)( X + W'Yy ) -wY°Z; (21)

D,(w)=Z* (W) Zy (w") (22)
bicimindedir. R(w?) ’nin negatif olmayan reel
kokleri, w, <w,,, 1 saglayarak w, =0, w, =0,
Wy, Wy,..0sWy, ,, W,, biciminde siralanmugtir.
Her bir w,, , ve w,, kok ciftine iliskin reel ek-
seni kesim yerleri, £ =1,2,...,¢ olmak iizere

Di min = min(p1(wzk71)a b (WZk)) (23)

Di max = MaAx (pz (Wai1)s P2 (W, )) (24)

olarak tanimlanmistir (Soylemez ve Bayhan,
2008). G,(s)W (s) tersi de nedensel ise;

p(t+l) m'néan(l_Woo)’ p(t+1) méan(l-l—n/;o) (25)
olarak tanimlayabiliriz. Burada
a, = Lim G,(s), W_=LimW(s) (26)

bi¢imindedir. Nyquist egrisinin reel ekseni ke-
sim yerlerinin olusturdugu
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x/c = (pk min pk max) (27)

araliklarina iliskin kazang araliklari

{'1 '1} S1(pyy)=S1(py ) i5E
- Prrin Pl

K= ERIEE " (28)
|: pkmax:|L/|:pkm'n :|

olup bunlarin birlesimi, asagidaki gibi tanimlidir.

A
Kp :ke[l,LZJ,...,t] ka (29)
Lemma 1

(11)’de wverilen yapisal olmayan belirsizlikler
A
iceren G(jw)’nin Nyquist egrisi, reel ekseni

(27)’de verilen x, araliklarinda keser. Sekil 3°de

verilen kapali ¢cevrim sistemin sag yar1 diizlem-

deki kutuplarinin sayisinin model belirsizligiyle
A

degismesinin gerek ve yeter kosulu, K, e K ,

olmasidir.

Lemma 1’den hareketle, su teorem verilebilir:

Teorem 2
Sekil 3’de goriilen G, (s) sistemini kararli kilan

kazang araliklar K 10 Teorem 1°den bulunabilir.

A
(11)’de verilen G(s) sistemini dayanikl kararl

kilacak kazang kiimesi,

(30)

ile bulunur (Soéylemez ve Bayhan, 2008).

Parametre uzay1 yaklasimiyla kararh
yapan PI kontrolorlerin belirlenmesi
Sekil 1’de verilen sistemde F'(s)kontroldriiniin
PI tipi olmasi durumunda; G,(s) sistemini ka-

pali ¢cevrimde kararli yapacak PI kontrolor bol-
geleri hesaplamak amaciyla parametre uzayi
yaklagimi (Ackermann vd., 2002) kullanilabilir.
PI kontrolor yapisi

F(s)=K,+(K,/s) 31)

bicimindedir. K, ve K,, sirasiyla kontrolorin
oransal ve integral kazang parametreleridir.
K, — K, parametre uzayinda kararsiz kapali gev-

rim kutup sayist o ’nin  aym kaldig
P-bolgelerinin sinirlaria, kararlilik sinirlar: de-
nilir ve asagidaki teorem ile belirlenebilir.

Teorem 3
Sekil 1°deki (1) ile verilen G (s) sistemi PI
kontroldr ile kontrol edilmek istenildiginde; bu-

lunan kararlilik sinirlar1 asagidaki gibi belirle-
nir:

a) w=0 i¢in, a, #0 (N(0)=0) ise; K, =0
dogrusu bir kararlilik sinir1 olan reel kok siniridir

b.) w — o i¢in, G, (s) sistemi tersi de nedenselse

K,=-1/a, (32)

dogrusu, sonsuz kok sinir1 denilen bir kararhilik
smiridir.

¢.) 0 < w< o i¢in, kararlilik sinir1
=X (W) WY (W)
P NI+wN " NZ+w'N]

o

(33)

denklemlerinden bulunan parametre uzayindaki
K,-K, egrisi ile tamimlanmis kompleks kok

smuridir. w=w, tekil frekansi i¢in bir inceleme
yapmaya gerek yoktur (Ackermann vd., 2002).

Yapisal olmayan belirsizlik iceren

sistemlerde dayanikli PI kontrol
Bu boliimde, yapisal olmayan belirsizlik i¢eren
Sekil 2°deki kapali ¢evrim sistem ele alinarak
dayanikli kararli kilabilecek tiim PI kontroldrleri
bulmak i¢in iki yeni yontem Onerilmistir.

Belirsizlik bolgesinin bulunmasi (yontem 1)
A
Bu yontem, (11)’deki G(s) sistemine, Teorem 3

ile verilen parametre uzay1 yaklasiminin uyar-

A
lanmasina dayanir. G(jw)’nin verilen bir w
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icin frekans cevabi, &,(w) = |GO (w)yW ( jw)| ya-
r1 ¢aplt Sekil 3’deki gibi bir disk tanimlar. Teo-
rem 3’den yararlanarak 0 < w < oo i¢in, para-
metre uzayinda K, — K, egrisi ¢izdirilip kararli-
lik smirlarim elde etmek amaciyla Sekil 3’teki
sistemin kapali cevrim karakteristik
polinomunda s = jw yazilirsa

1+ F(jw)(G,(jw) (1+ W (jw)A)) =0 (34)

bulunur. (34)’de (31)’in yazilmasityla bulunan
jw+ (WK, +K,)(G,(jw)(1+ W (jw)A)) =0 (35)

denkleminden yapisal olmayan belirsizlik igeren
bir sistemin w=0 i¢in kararlilik sinirinin sis-
temin orijinde sifirnin olmamas1 kosuluyla
K. =0 dogrusu oldugu goriiliir.

w— o i¢in A’nin -1 ile +1 arasindaki tiim reel
sayilar1 ifade etmesi de hesaba katilarak; (35),
K, - K, dizleminde (tersi de nedensel sistemse)

K = ! (36)

P Go(w) (1 W (0))

arasinda bir bant tanimlar. G,(jw)’yi reel ve
sanal kisimlarina ayirip; @:(0-27) arasinda
degistirerek G, (jw) ye iliskin belirsizlik diskin-
deki noktalari,

GUW) = (Gog W) + Gy )+, (37)

olarak parametrelendirebiliriz. F(jw) iizerindeki
belirsizligi bulmak i¢in; F(jw)’ye iliskin eliptik
belirsizlik diskindeki noktalar, G,(jw)’ye ilis-

kin belirsizlik diskindeki noktalarin iz diistiriil-
mesiyle (37)’den yararlanarak

1
(GOR (Um+JjG,, (JW)) +&g (W)ejg

F(jw)=— (38)

biciminde parametrelendirilebilir. F(jw)’yi reel
ve sanal kisimlarina ayirarak bulunan

E(jw) = Fp(jw) + jE,(jw) (39)
bagintisi ile (38)’in eslestirilip 0:(0-27) igin
taranmasiyla; F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik
diski elde edilir. (K, K, )’de ortaya ¢ikan belir-
sizligi bulmak icin (31)’de verilen PI kontrolo-
riin transfer fonksiyonunda s = jw yazip, (39)
ile esitlersek

K, =F,(jw),

K. =—-wF,(jw) (40)

elde edilir. O halde F(jw)’deki belirsizlik dis-
kinden, (K, K, ) dekine gegiste elde edilen yeni

diskin K -eksenine iz disimi ayni kalirken;
K, -eksenine iz disimi w=-w, frekans: ka-

dar Olgeklenir.

(37)’de 9:(0-27) arasi degerler igin olusturu-
lan belirsizlik disklerinden 0<w<oo’a tiim
frekanslar i¢in, G,(jw) nin Nyquist egrisi etra-
fina yapisal olmayan belirsizlik iceren bir bant
koyulabilir. (40)’dan hareketle 0 < w <o igin,
K, - K, dizleminde kararlilik sinirindaki belir-

siz bolge olusturulabilir. Bu bdlgeye ilaveten
K,—-K, dizleminde P-bolgeleri belirlenirken

K. =0 dogrusu ile tersi de nedensel sistemler
icin (36)’dan gelen bant da dikkate alinmalidir.
G,(jw)’ye iliskin orijini igermeyen belirsizlik
disklerinin K, — K, diizlemindeki iz diigimleri

olan eliptik belirsizlik disklerinin i¢ kisimlari ile
orijini igeren belirsizlik disklerinin K ,— K,
diizlemindeki iz diistimleri olan eliptik belirsiz-
lik disklerinin dis kisimlar1 alinarak belirsizlik
bolgesi olusturulur. Belirsizlik bolgesinin digin-
da kalan ve kararsiz kutup sayisinin sifir oldugu
K,—-K, dizlemindeki bolge, sistemi kapali

cevrimde dayanikli kararli kilacak PI kontrolor-
lerin bolgesidir.

Birim dairenin taranmasi yontemiyle

dayanikh PI kontrolorlerin hesabi (yontem 2)
Dayanikli kararli kilan tiim PI kontroldrleri
bulmak i¢in bu bdliimde dnerilen yontem, Teo-
rem 1 ve Lemma 1’in kullanilmasina dayanir.
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Bu yontem, dayanikli kararli kilan PI kontrolor-
lerin yaklasik olmayan gergek bolgesini verir;
fakat yavas bir yontemdir. Teorem 1’den yarar-
lanabilmek i¢in PI kontrolor parametrelerini ku-
tupsal koordinatlarda
K, =K Cos0, K, =K Sin0 (41)
bi¢ciminde yazabiliriz. (41)’in (31)’de yazilmasi
ile bulunan

Sin6
S

F(s)zK[Cosl9+ j , 0:(0-7)  (42)

bagintisindan

F(s)G(s) = K(Cos¢9+ Sl—neJ G(s)=KG,(s) (43)
S

G (s)

elde edilir. Burada @, sabitlenip bulunan G, (s)

sistemi i¢in 6nce Teorem 1 kullanilarak kararh
kilan kazanglar bulunur ve sonra verilen agirlik
fonksiyonu i¢in Lemma 1 ve Teorem 2 kullani-
larak belirsizlik kazang araliklar1 bulunur.

0:(0—z) arasinda degistirilerek, dayanikh ka-

rarli kilan PI kontrolorler bolgesi ve belirsizlik
bolgeleri belirlenir.

Verilen yontem 1’°e alternatif olarak hesabi ko-
laylastirip hizi arttirmak i¢in geometrik tabanli
bir yontem de, asagida verilmistir.

Belirsizlik bantinin iistten cevrelenmesi
(dortgen yontemi)

Geometrik tabanli bu yontem, G,(jw)’ye iliskin
belirsizlik disklerinin orijini igerip (| (jw)|>1)

icermemesine (|W( jw)| < 1) gore iki asamalidur.

[k asama olan G,(jw)’ye iliskin belirsizlik dis-
kinin orijini icermedigi durum i¢in belirsizlik
bantin1 hizli bir sekilde elde edebilmek amaciyla
G,(jw)’ye iliskin O merkezli &,(w) yar1 ¢apl
belirsizlik diskinin Sekil 4’deki gibi miimkiin
olan en siki sektor ile ¢evrelenerek diske teget
olan s, ve s, noktalarindan F(jw) diizlemindeki
F, ve F, iz diislim noktalarinin elde edilmesi

ve sonra F(jw) diizlemindeki eliptik belirsizlik
diskinin bu noktalardan yararlanilarak bulunan

I

ke

Lt

0.5+

-“l.E5

0 0.5 1

Sekil 4. G,(jw) ’ye iligkin orijini icermeyen bir belirsizlik diskini i¢ine alan en kiiciik sektor ve F(jw)

diizlemine olan iz diistimii

115



N. Bayhan, M. T. Sé6ylemez

FF,FF, yamugu ile sikica g¢evrelenmesidir.
F(jw) dizleminden K, —K; diizlemine gegmek
icin (40)’dan yararlanilir. 0<w<o igin
K,-K, dizleminde bu sekilde olusturulmus

yamuklardan belirsizlik bant1 elde edilir. Para-
metre uzayr yaklasimindan hareketle w=0 ile
0 < w< oo i¢in ve ilave olarak tersi de nedensel
sistem ise w — oo i¢in bulunan kararlilik sinirla-
rindan ve K, —K, diizlemindeki yamuklardan

olusmus belirsizlik bantindan yararlanarak sis-
temin dayanikli kararli oldugu PI kontrolorleri
bolgesi bulunur.

Yukaridaki agiklamalar1 kullanarak Sekil 4’teki
birbirine esit olan M 5,0 veya M 5,0 dik lg-
genlerinden

| gg(w)
B = arcmn['Go(jw)']

(44)

(W) = Ms, = Ly 2 M, =[Gy Gw)” —22(w) (45)

bulunur. Sekil 4’den s, ve s, teget noktalar

J(180°+y1-1)

ss(jw)=Ls(w)e (46)
s6(jw) = Ls(wy /W7D (47)
olarak hesaplanir. Burada

7 = ZG,(jw)—-180° (48)
bi¢iminde tanimhdir. s, ve s, noktalarinin

F(jw) diizlemine iz disiiriilmesiyle elde edilen
F, ve F, noktalarinin orijine olan uzakliklari

|Fs(jw)| = |F,(jw)| ifadesini saglar. Sekil 4’deki

FF,F,F, yamugunun kose noktalar1 i¢in sira-

styla,
. 1 J=ri+B81)
F(jw) = e (49)
: (g(w)+2&,(w))Cos B,
. 1 JCri+B)
F, = ©¢ 50
2(JW) g(w)Cos,Bl ( )

F;(]W): e](fylfﬂl) (51)

g(w)Cos B,

1
(g(w)+2&,(w))Cos B,

F:‘(]W) — ej(_}’l_ﬂl) (52)

yazilabilir. F;Fy dogru par¢asimnin her zaman
F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik diskinin O'
merkezinden gectigi, Sekil 4’den gdriilebilir.
FF F,F, yamugunu, K —K, dizlemine do-

niistiirmek i¢in (40)’dan yararlanilir.

Bu yontemin ikinci asamasi olarak, G,(jw)’ye
iliskin belirsizlik diskinin orijini igerdigi duru-
mu incelemek amactyla O merkezli &;(w) yari
caplt Sekil 5’teki gibi en genel durumdaki bir
belirsizlik diskini ele alalim.

Sekil 5. G,(jw) ’ye iliskin orijini i¢eren bir

belirsizlik diski
Sekil 5°den,
y = LG (jw) = Lsg(jw) (33)
Zs,(jw)=y—180° (54)
[5:(w)| = £6,00)~|G, Gw) (55)
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|59(jw)| = |G0(jw)|+50(w) (56)
olarak hesaplanir. Boylece s,(jw) ve s,(jw)
noktalari i¢in sirastyla

o (7180%)

s7(jw) =|s; (jw) (57)

sy (jw) = 5o (jw)] e’ (58)

olarak yazilir. s,(jw), sg(jw), so(jw) ve
$,0(jw) noktalarinin F(jw) diizlemine iz diisii-
riilmesiyle elde edilen F,(jw), F;(jw), Fy(jw)
ve Fj,(jw) noktalar1 ve F,FF,F, dortgeni,
Sekil 6’da gosterilmistir. G, (jw)’ye iliskin be-
lirsizlik diskinin O merkezinin F(jw) diizlemin-
deki iz disiimii olan O, Sekil 6’da gorildigi
gibi diskin disinda olacaktir.

I

Ee

Sekil 6. F(jw) ’ye iliskin orijini iceren eliptik
bir belirsizlik diski

FF FyF,, dortgeni, F(jw)’ye iliskin belirsizlik
diskinin i¢ine tutuculugu en aza indirebilecek
bigimde yerlestirilmelidir. Bu amagla sg(jw)
noktasinin yeri 0yle se¢ilmelidir ki bu noktanin
iz diisimii olan Fy(jw)=—1/sz(jw) noktasinin

Fy(jw) noktasma olan uzakhigi f,(w) ile bu
F;(jw) noktasimnin F;(jw) noktasina olan uzak-

lig1 fo¢(w)’in esit olmas1 saglanmalidir. Boyle-

ce olusturulan F F FyF,, dortgeni, es kenar

dortgen olacaktir. Bu amagla Sekil 5’deki
5,845y dik tiggeni kullanilarak yapilan islemlerle

28, (w) |s9 (jw)|

Lgo(w)= - : (59)
s G| +syGw)
Lo (w)= 226 (W7 () (60)
78 - P 2
s Gl +[sow)
tana=L78(W) = |S7(jW)| (61)

Lgo(w) B |S9 (jw)|

olarak hesaplanir. Hesap kolaylig1 agisindan Se-
kil 5°deki s,(jw) noktasi, orijine dtelenirse; bi-

linmeyen s,(jw) ve s,,(jw) noktalarmnin yeri

53 (W) = 8y (jw) = Lygg(w) e’ =7 (62)

5,0 (W) = 5,(jw) = Lgo(w) e’ **7) (63)

olarak bulunur. Boylece bilinmeyen F;(jw) ve
F,(jw) nin koordinatlar1 da hesaplanmig olur
ve Sekil 6’daki F,FFF,
olusturularak K, — K, diizlemindeki bagka bir

es kenar dortgeni

dortgene dontistiiriiliir. Dayanikli kararli kilan
bolgeye iliskin yaklasik sonug veren bu yontem-
le parametre uzayinda kararlilik smirlarini da
kaplayan belirsizlik bantlarii 0 < w < oo arali-
ginda bulmak i¢in G,(jw) ’nin orijini igermeyen
belirsizlik disklerine iliskin olan FF,FF, ya-
muklarmin K, - K, dizlemine iz diigimi olan

yamuklarin i¢ kisimlar1 alinir ve ilave olarak
G,(jw)’nin orijini iceren belirsizlik disklerine
iliskin olan F,FF,F, es kenar dortgenlerinin
K, - K, dizlemine iz diistimii olan dortgenlerin
dis kisimlar1 alinir. Belirsizlik bdlgesinin disin-
da kalan ve kararsiz kutup sayisinin sifir oldugu

bolge, sistemi kapali ¢cevrimde dayanikli kararh
yapan PI kontroldrlerin bdlgesidir. Onerilen iig
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yonteme iliskin sayisal bir 6rnek asagida veril-
mistir.

Ornek
Kesin nedensel olan

65 +14.755> +55.55 + 72
st 4215 +585% +104s +96

Gy(s) = (64)

sistemi ile  W(s)=(2s+1)/(s+100) agirlik
transfer fonksiyonunun olusturdugu Sekil 2’deki
yapisal olmayan belirsizlik igeren sistemi, daya-
nikli kararli kilacak PI kontrolorler bolgesini
bulalim.

Teorem 3 ile verilen parametre uzay1 yaklasi-
miyla belirsizligin olmadigi durumda K, - K,

parametre uzayinda kararsiz kapali ¢evrim ku-
tup sayisinin ayni kaldig1 P-bolgeleri, Sekil 7°de
gosterilmistir. G, (s) sistemi, kesin nedensel
oldugundan; w— oo i¢in bir kararlilik smir
yoktur. w=0 i¢in, K, =0 dogrusu bir kararli-
lik smiridir. Ayrica 0 <w<oo igin (33)’den
olusturulan kararlilik smir1 vardir. Sekil 7°deki
golgelendirilmis olan bdlge, G,(s) sistemini
kararl1 kilan PI kontroldrler bolgesidir.

Ki

5:2 6:0
=4 fi=1 )
Kp
SR = )

Sekil 7. Belirsizligin olmadigr durum igin
K, —K, diizleminde P-bolgeleri ve kararsiz ku-

tup sayilart (w=25)

Oryjini igermeyen G, (jw)’ye iliskin belirsizlik
disklerinin K -K, diizlemindeki donisiikleri

olan eliptik belirsizlik disklerinin olusturdugu
yontem 1 ile bulunan belirsizlik bdlgesinin bir
kismi, K, =0 dogrusu ve civardaki P bolge-

lerindeki kararsiz kutup sayisi, K, —K; diizlemi

icin Sekil 8’de gosterilmistir.

E;
; 4 -
1
i
i
: anf
’
: 2ol =[]
e Yo
& ek
= 6:4 -:-\.
-3 -5 o=] -a -2

Sekil 8. Orijini icermeyen belirsizlik
disklerinden olusan ve 1. yontemle bulunan
K, — K, diizlemindeki belirsizlik banti

Orijini icermeyen G,(jw)’ye iliskin belirsizlik
disklerinden olusan Sekil 8’deki belirsizlik bol-
gesinin lizerine ilave olarak, G,(jw)’ nin orijini
iceren belirsizlik disklerinin K, - K, diizlemin-

deki iz diisiimlerinin disinda kalan bolgelerden
olusan belirsizlik bolgesinin de eklenmis bi¢imi,
Sekil 9’daki gibi 1. yontemle bulunur. Sekil
9’da 0 =0 olan bolge, verilen agirlik transfer
fonksiyonu i¢in sistemi dayanikli kararli kilan
PI kontrolorlerin bolgesidir.

Orijini igeren ve igermeyen G, (jw)’ye iliskin
belirsizlik disklerinin igerden ve disaridan g¢ev-
relenmesine dayanan dortgen yonteminin kulla-
nilmasiyla K - K, dizleminde olusan belirsizlik
bolgesi, Sekil 10°da gosterilmistir. Sekil 10°daki
0 =0 olan dayanikli PI kontroldrlerinin bolge-
sinin, Sekil 9’daki gercek bolgeye gore daha
kiigtik olmasi, dortgen yonteminin tutucu oldu-
gunun bir gostergesidir.
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T T o)

Sekil 9. K , - K, diizleminde 1. yontemle bulunan P-bolgeleri ve belirsizlik bolgeleri

i

et |
i |||||J||_III_|H I

Sekil 10. K , - K, diizleminde dortgen

yontemiyle bulunan belirsizlik bolgeleri

Bu sistemi dayanikli kararli kilan PI kontrolor-
ler bolgesini belirlemek i¢in 2. yontem ile bulu-
nan belirsizlik bolgesi, gri renkle taratilarak Se-
kil 11’de gosterilmistir. 2. yontemle bulunan
Sekil 11°deki dayanikli kararli kilan bolge, 1.
yontemle bulunan Sekil 9’daki bolgeyle ayni
olan gercek bolgedir.

Pentium 4 CPU, 2.8 GHz islemcili ve 512 MB
RAM’e sahip bir bilgisayarda Mathematica 5
yazilimi kullanilarak yapilan simiilasyonda be-
lirsizlik bolgesinin hesaplanmasi 1. yontemle
78.812 saniye siirerken; 2. yontemle 62.735 sa-
niye stirmiistiir. Ayrica dortgen yontemi kullani-

larak bulunan Sekil 10°daki yaklasik belirsizlik
bolgesinin bulunmasi, 0.385 saniye siirmiistiir.
Dortgen yonteminin islem hizinin 1. ve 2. yon-
teme kiyasla ¢cok daha yiiksek oldugu goriiliir.

Sekil 11. K, - K, diizleminde 2. yontemle

bulunan P-bélgeleri ve belirsizlik bolgeleri

Ei

Sonuclar

Yapisal olmayan belirsizlige sahip sistemleri
kapali ¢evrimde dayamikh kararli kilan P ve PI
kontroldrleri bulmak i¢in yeni yontemler One-
rilmistir. Ozellikle PI kontroldrler bdlgesini
bulmak i¢in 6nerilmis 1. ve 2. yontemin gercek
bolgeyi veren yavas yontemler oldugu; fakat
dortgen yonteminin ise yaklasik ama hizli bir
yontem oldugu sayisal 6rnek ile gdsterilmistir.
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