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Ozet

Bu ¢alismada, eniyileme (optimization) kuramindaki geleneksel gradyan izdiisiirme (projeksiyon) yontemi
temel alinarak dogrusal kisith (linearly constrained), dogrusal (linear) ve dordiin (quadratic) eniyileme
problemleri icin gradyan izdiisiirmeli ag (gradient projecting network) olarak adlandwrilan yeni bir
¢oziimleyici tanmitilmaktadir. Bu dinamik system, gradyan izdiisiirme yonteminin (gradient projection method)
sirekli hal gergeklemesidir. Gradyan izdiigiirme igleminden dolayr énerilen ¢oziimleyicinin sag tarafi,
gradyan ya da gradyan-gibi (quasi-gradient) sistemlerden farkli olarak, siireksiz yapidadir. Buna ragmen
onerilen ag, gradyan ve gradyan-gibi sistemlerin yakinsama ozelliklerine sahiptir. Tamtilan sistemin
yvakinsayan oldugu, yani, her bir ¢éziimiin denge noktasinda sonlandigi La Salle'nin degismez kiime
teoreminin, sag tarafi siireksiz sistemler igin genisletilmesi ile gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kisitl eniyileme, gradyan izdiigiirme, dinamik ¢éziimleyici

Dynamic solvers for linear and quadratic optimization
Abstract

In this study, a dynamic solver for linearly constrained linear and quadratic optimization problems, called
gradient projection network, is introduced. The system is gradient based. Gradient dynamical systems are
described by a set of differential equations in a state equation form whose vector field is produced by the
gradient of a scalar function, called energy. These systems do not have complex dynamics like oscillation so
that any bounded solution of them converges to one of the equilibrium points which are indeed extreme of
the associated energy function. As a consequence of their dynamical properties, gradient systems have been
widely used as natural models for solving unconstrained minimization problems by considering the cost
function as the energy. Constrained minimization problems can also be solved in the same way, by adding to
the cost some penalty function terms representing constraint violations. In the proposed dynamics, feasibility
of solutions is satisfied by utilizing the concept of projection to feasible region. Because of projection
operation the proposed dynamics is discontinuous, so it is not gradient but has the properties similar to that
of gradient systems. To show this, La Salle's Invariance Theorem has been extended to a system with
discontinuous right-hand side, and based on this extension it is shown that the introduced dynamical solver
is convergent, i.e., any trajectory of it ends at one of the equilibria.

Keywords: Constrained optimization, gradient projection, dynamic solver
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Giris

Son yillarda, Hopfield ile baglamak {izere,
eniyileme problemleri i¢in birgok dinamik ¢o-
ziimleyici Onerilmistir (Zak vd., 1995; Bozerdoum
ve Pattison 1993; Pekergin vd., 1999; Smith,
1999). Eniyileme problemlerinin ¢oziimii igin
bu tiir bir yol izlenmesinin nedeni bu yapidaki
coziimleyicilerin devre olarak gerceklenebilmesi,
dolayistyla ¢6ziimiin gergek zamanda elde edile-
bilmesidir. Ardisil yapida calisan geleneksel
cozlimleyicilerle kiyaslandiginda dinamik ¢6-
ziimleyiciler paralel yapida gerceklenebilmele-
rinden dolay1 daha kisa siirede ¢oziim tiretmek-
teler. Bir diger farklar1 da, geleneksel tekniklerle
hesaplamalarda elde edilen degerler ayrikken
dinamik c¢o6ziimleyicilerle elde edilen ¢oziim-
lerin stirekli yapida olmasidir.

Genel olarak dinamik ¢6ziimleyicilerde enerjisi
azalan dinamik yap1 kullanilmaktadir. Bu yapi-
larda sistem dinamigi, enerji fonksiyonu olarak
kabul edilen eniyileme problemindeki amag
Olciitiinli (cost function) zamanla azaltacak bi-
¢cimde tasarlanir, 6yle ki, deger fonksiyonu enaz
(minimum) degerine ulasip sistem dengeye otur-
dugunda denge noktasi optimizasyon problemi-
nin ¢ozlimiine karsilik gelsin. Denge durumunda
enerji fonksiyonunun gradyani sifir olmakta ki
bu da ayn1 zamanda bu durumun optimizasyon
probleminin ekstremum noktasi olmasi ig¢in
gerek sarttir. Gradyan sistem olarak adlandirilan
bu tiirdeki sistemlerin tasariminda, Rus mate-
matik¢i ve mithendis A. M. Liapunov’un dina-
mik sistemlerin kararlilik analizi i¢in 6nerdigi
ve kendi adiyla anilan yontemindeki fikir temel
alinmaktadir (Hirsch ve Smale 1974). Yontem,
dinamik sistemin enerjisini temsil eden pozitif
degerli, sinirli, zamanla azalan ve sonunda mini-
mum degerinde sabit kalan bir Liapunov fonk-
siyonunun olusturulabilmesine dayanmaktadir.
Boyle bir fonksiyonun varligi durumunda siste-
min kararli oldugu, yani ¢éziimiin kararli bir
denge noktasinda sonlandigi bilinmektedir.
Gradyan sistemlerin ortak 0zelligi, ¢ozlimlerin
sinirli olmasi durumunda bu c¢oziimlerin her
zaman bir denge noktasinda sonlaniyor olma-
sidir, yani sistem yakinsayan yapidadir. Grad-
yan sistemlerin bir diger 6zelligi limit ¢evrim
veya kaotik yapili ¢ézlimlerinin olmamasidir.

Gradyan sistemlerde, verilen bir ilk kosula gore
enerji fonksiyonunu en az yapan en yakin denge
noktast bulunur. Bu yapilarindan dolay1 bu
tiirdeki sistemlerin eniyileme problemleri igin
irettigi ¢oztimler yereldir (lokal). Birgok eniyi-
leme probleminde, 6zellikle kombinatoryal ya-
pidakilerde, global en i1yi ¢oziimii elde etmek
icin gereken siire problem boyutuyla iistel
bigcimde artar (Vavasis 1991, Cichocki ve
Unbehauben 1993). Bu tiirdeki problemler igin
yaklasik ¢Ozlimler de anlamlidir. Gradyan te-
melli yontemlerle bu tiirdeki optimizasyon prob-
lemleri i¢in tatmin edici yaklasik ¢oziimler elde
edilebilmektedir (Pekergin vd., 1999).

Kisith optimizasyon problemleri de, uygun enerji
fonksiyonu olusturularak gradyan temelli dina-
mik yapilarla ¢oziilebilirler. Enerji fonsiyonu-
nun olusturulmasinda izlenen yolardan biri,
deger fonksiyonuna ek olarak, kisit sartlarindan
olusan bilesenlerin de enerji fonksiyonuna hata
terimi olarak eklenmesidir, dyle ki, kisit sartlari
saglanmadig1 silirece bu hata terimleri pozitif
degerli bilesenler olarak enerji fonksiyonunda
yer almaktalar, kisit sartlar1 saglandiginda ise
degerleri sifir olmaktadir. Bu yontem penalti
yontemi olarak adlandirilmakta ve ¢6ziime kisit-
larin saglanmadig1 gecersiz (unfeasible) bolg-
eden yaklasildigindan dis yontemlerden sayil-
maktadir. Bu yontem ile gegersiz ¢éziimler elde
edilebilmektedir. Bunun sebebi, pratikte penalti
parametrelerinin uygun degerlerde segilememe-
sidir.

Kisith optimizasyon problemlerinin kisitsiz hale
getirilmesinde izlenen diger bir yol engelli fonk-
siyon yontemidir. Bu yontemde enerji fonksiyo-
nuna, gegerli bolge siirlarinda sonsuz degerlere
ulasan terimler eklenir. Bu yontem, ¢6ziime her
zaman gecerli bolgeden yaklasildigindan, ic
yontemlerden sayilmaktadir. Sinirdaki noktalara
ulasilamadigindan bu yaklasim, ¢oziimleri kisit
bolgesi smirlarinda olan problemler i¢in uygun
degildir.

Kisith problemlerin ¢oziimiindeki bir diger yak-
lagim da gradyan izdiisiirmeli yontemin kullanil-
masidir. Bu yontemde kisit sartlart saglandigi
siirece deger fonksiyonu gradyaninin tersi
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dogrultusunda gidilerek en az aranir. Herhangi
bir kisit ihlali durumunda, baska bir deyisle
gecerli bolge smirindayken negatif gradyan
bileseni gegersiz bolgede elde ediliyorsa, negatif
gradyan, kisit sartinin belirledigi yilizeye izdii-
stiriilerek en az deger aramasi izdiisiiriilmiis bu
gradyan bileseni dogrultusunda siirdiirtiliir
(Luenberger, 1973). Eniyileme probleminin enaz
degerine, izdiisiiriilmiis gradyan degeri sifir
oldugunda ulasilir. Bu durumda ya gradyan
degeri sifirdir (ki bu da eniyileme probleminde
enaz i¢in birinci derece sartlarin saglanmasi
anlammi tasir) ya da negatif gradyan kisit
ylizeyine dik ve gegersiz bolge dogrultusundadir
demektir. ikinci durum hareket edilebilecek bir
yon olmamasi anlamini tasir, dolayisiyla ulasi-
lan nokta eniyileme probleminin enazidir.

Bu c¢alismada oOnerilen dinamik ¢oziimleyici,
gradyan izdilisirme yontemi temel alinarak
tasarlanmigtir. Onerilen sistem gradyan ya da
gradyan-gibi (quasi-gradient) olmamasina rag-
men gradyan dinamik sistemlerin yakinsama
ozelliklerine sahiptir. Onerilen dinamik ¢6ziim-
leyicinin yakinsayan yapida oldugu La Salle’nin
degismez kiime teoreminin (La Salle, 1960) sag
tarafi siireksiz sistemler igin genisletilmesiyle
ispatlanmustir.

Gradyan dinamik system
Gradyan sistemler

Xx=-VV(x); xeR" (1)

biciminde tanimli dinamik sistemlerdir. Bu
sistemlerin yakinsayan yapida oldugunun ispati
La Salle’nin degismez kiime teoremi ile gos-
terilir.

Teorem 1 (La Salle, 1960) x = f(x); f() eC'
ifadesi ile tanimli sistem gozoniine alinsin.
V():R" —> R de taniml, tiiretilebilir ve asagi-
daki ozellikleri saglayan bir Liapunov fonksiyo-
nunun oldugu varsayilsin:

1) Q ={xeR"

leri i¢in sinirh1 bir kiime olsun,

V(x)<r} kilmesi >0 deger-

i1) V() fonksiyonu Q  kiimesindeki degerler
icin alttan smirl olsun,

i) ¥ <0 VxeQ olsun.
Bu durumda x, = x(0) € Q. degerinden baslayan
her x(1,x,,0) ¢dziimil, S=keQ|V)=0;cQ, de

bulunan bir en genis degismez kiimede (largest
invariant set) sonlanir.

Degismez kiimede denge noktalarinin yanisira
limit ¢evrimler de bulunabilir. Asagida verilen
teoremin saglanmasi halinde en genis degismez
kiimenin denge noktalarindan meydana geldigi
goriiliir (Chua ve Wang, 1978).

Teorem 2 (Chua ve Wang, 1978):

x=f(x); f(-)eC" ile tamml otonom sistemin
coziimleri sinirli ise ve sisteme iliskin, tim

¢cozlim egrileri boyunca V<0 Vx e R"olan ve

ancak denge noktasi icin ¥ =0olan birV ()

Liaapunov fonksiyonu varsa sistem yakinsa-
yandir, baska bir deyisle ¢oziimlerin ulagtigi en
genis degismez kiime denge noktalarindan mey-
dana gelmektedir.

Gradyan sistemlerin Onemli bir Ozelligi de
asimptotik kararli denge noktalarinin enerji
fonksiyonunun kesin (strict) yerel enazlarina
karsilik gelmesidir. Bu 6zellik gradyan dinamik
sistemleri eniyileme problemlerine ¢6ziimleyici
olarak kullanilabilir kilmaktadir.

Gradyan izdiisiimlii dinamik sistem

Bu ¢alismada (2) bigiminde tanimlanan dogrusal
kisitl, dordiin optimizasyon problemleri igin
gradyan temelli bir dinamik ¢ézlimleyici 6neril-
mektedir.

min®(x) =x"Ox+c'x;g(x) = Ax-b<0. (2)

Bu ifadede;
AeR"™, beR"ve
g, (x)=(A4x-b), ieM ={2,..,m}.
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Onerilen ¢dziimleyicinin dinamik yapis1 (3)
denklemiyle verilmektedir.

x =P, (¥)VE(x) (3)

Bu denklemde goriilen E(x), eniyileme prob-
lemindeki ®(x) amag OSlgiitliine karsilik gelmek-
tedir P, ise/,’ya bagli izdiigirme matrisi olup
denklemi (4)’de verildigi gibi elde edilmektedir.

P, =|1-G67(G, 6H'G, |. )
Bu ifadede goriinen /, indis kiimesi olup
I, ={ieM|g.(x)=0ve

)

-Vg.(x).Vd(x) = 0}

bigiminde tanimlanmaktadir. Bu kiimede, aktif
olan, baska bir deyisle, esitlik durumuna gelen
ve ayni zamanda da gradyanlar1 gegersiz bolgeyi
isaret eden kisitlarin numaralar1 tutulmaktadir.
Dogrusal kisit durumunda:

g,(0)" =V(Ax=b)] =(4), (6)
buna gore de /, ’ya iliskin ifade
I,={ieM|(Ax—-b), =0ve

(7

—(4),VD(x) > 0}

bi¢imini almaktadir. G, matrisi, indisleri/, da

tutulan aktif kisitlardan olusmus kisit matrisidir.
Bu matrisin boyutu |I . | xn olup her bir

Jj@) e{l2,..,|/,
(G1u )j(i) = (A),
bagka bir ifadeyle G, matrisi aktif olup aym

}satin 7. indise bagl olarak

biciminde olusturulmaktadir,

zamanda gradyani1 gegersiz bolgeyi isaret eden
kisitlardan olusmaktadir.

Dinamik ifadesi (3)’de verilen ¢dziimleyicinin,
P, matrisi x’e gore degisim gosterdiginden, sag

tarafi silireksiz bir yapidadir. Bununla birlikte

herhangi bir x(0)e K = {x| Ax < b} baglangic

kosulu i¢in ¢6ziim yine de vardir, tektir ve
stireklidir fakat tiiretilebilir degildir. Aym
zamanda bu ¢6ziim K polihedral bolgesinde
kalmaktadir. Cozliimiin varligt ve tekligi su
sekilde gosterilebilir. Her bir x(0) € K baslangi¢
kosulu icin [ €{0,1,...,m}
oldugu ve gradyanlarinin gegersiz bolgeyi gos-
terdigi varsayilsin. Bu kisitlarin  belirledigi
hiperyiizeyde (2) sistemi lineer durum denklem-
leriyle ifade edilen sistem yapisindadir. Bu
nedenle, bu bolgede baslayan ve bolge iginde
kalan ¢oziim egrileri tektir, siireklidir ve
tiretilebilirler. Bolge disina ¢ikan ¢oziim egri-
leri yeni bir aktif kisit kiimesinin olusturdugu
hiperyiizeydeki baslangi¢ kosulunu olusturmak-
tadirlar, bu nedenle bu yeni bolgede de ¢oziim
vardir tektir ve stireklidir. Toplam ¢6ziim egrisi
bu tiirdeki bolgesel ¢oziimlerinin birlesiminden
olusur, tektir, siireklidir fakat hiperyiizey sinirla-
rinda tiiretilebilir degildir. Bununla birlikte her-
hangi bir baslangi¢ durumu i¢in ¢dziim var ve
tek oldugundan ¢oziim egrisi sag taraftan tiireti-
lebilir yapidadar.

tane kisitin aktif

Onerilen dinamik ¢oziimleyicinin yakinsayan
yapida oldugunun ispati i¢in enerji fonksiyo-
nunun gradyan sistemlerdeki gibi zamanla aza-

lan yani V(x)=[VV(x)] f(x)<0 oldugunun
gosterilmesi gerekir. Onerilen gradyan temelli
coziimleyicinin sag tarafi siirekli olmadigindan,
bu ispat, gradyan sistemlerde oldugu gibi
yapilamaz. Bu nedenle, bu yapidaki sistemlerin
analizinde La Salle’nin yaptigina benzer olarak
(La Salle, 1968), ¢6zliimiin sagdan tiiretilebilir
olma 6zelligi kullanilarak sistemin yakinsayan
oldugu ispatlanacaktir. Bu amagla oOncelikle
tiirev tanimu tekrar verilecektir.

Tamm 1: x(-): R > R" fonksiyonunun sagdan
dx(t) i x(t+AN)—x(¢)

turevi 7 As0*

biciminde

tanimlanmaktadir. Burada A — 0" sifira pozitif
sayilardan yaklasildigini belirtmektedir.

Sengor ve digerleri, (1999)’daki ispata benzer
olarak burada da:
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d(Eox)(t) r d(x(1))
e = [VE(x)] e

oldugu gosterilebilir. Bu ifade 1s1ginda enerji
fonksiyonunun zamanla azaldig1 gosterilecektir.

Varsayim 1: Dinamik yapis1 (3) ile verilen
sisteme iligkin enerji fonksiyonu E(x)=x"Ox+cx
bi¢iminde olsun. Bu durumda, her xeK .:{)4 Ax<b}
d(E -~ x)(1)

7 <0 ve ancak denge noktasi
t

AEX)O) _ s gy,
dt*

i¢in
olan x degerleri i¢in

Ispat: Karesel enerji fonksiyonu FE(x) siirekli
ve x’e gore tliretilebilir yapidadir. Coziim egrisi
x(-)’de siirekli ve zamana gbre sagdan
tiiretilebilir yapidadir. Buna gore:

dE(x(t)) d(Eo°x(1)) _
at At

VEQ)] d(d’;@) = [VE)] P, (x)VE(x) olur.

[zdiisiirme matrisi simetrik ve idempotent
ozelliktedir, yani P/ =P, ve P, .P, =P, . Bu

Ozellik kullanilarak yukaridaki ifade
w = —H[VE(X)]T P, (X)HZ halini alir. Bu
t p

sonu¢ enerji fonksiyonunun, ¢oziim egrileri
boyunca zamanla artmayan yapida oldugunu,
ve ancak ve ancak P, (x)VE(x)=0 iken

d(E  x(1))

y = 0 oldugunu gostermektedir.
t

Daha onceden Sengor ve digerleri, (1999)’da
birim hiperkiip kisit bolgesi icin (3) ile verilen
¢Oziimleyicinin yakinsayan yapida oldugu gos-
terilmisti. Burada, benzer yolla herhangi bir
K = {x| Ax <b} polihedral kisit bdlgesi igin de
¢Oziimleyicinin yakinsayan yapida oldugu ispat-
lanmaktadir.

Teorem 3: (3) ifadesiyle verilen otonom sistem
ve buna iliskin E(x)=x"Ox+c'x skaler

fonksiyonu g6z Oniine alinsin. Bu sistemin
K = {x| Ax < b} bolgesinde baslayan her ¢oziimii

bir denge noktasinda sonlanir.

Ispat: Her x, = x(0) € K baslangi¢c durumu i¢in
elde edilen x(¢,x,,0) ¢oziimii izdiislirme islemi

geregi sinirhdir ve K polihedral bolgede kal-
maktadir. E(x) fonksiyonu siirekli bir fonksi-

yondur ve o da K polyhedral bolgede sinirh

kalmaktadir. Varsayim 1 geregi

@ <0 VxeK, bu da E(x(t,x,,0))’in
t

cozlim egrileri boyunca artmayan yapida

oldugunu gostermektedir. E(x) fonksiyonunun
alttan sinirli oldugu da gbz oniine alindiginda,
E(x(t,x,,0))’in zamanla E~ gibi bir limit
degere yakinsadigini, yani lim__ E(x(z,x,,0))=E"
oldugunu gostermektedir. Stirekli olmasindan
dolay1, E(x(t,x,,0))zamanla E’limit degerine

E(x")=E"} ki-

yakinsarken x(¢,x,,0) de {x"
mesine yakinsamaktadir. Bu kiime x(¢,x,,0)
¢ozlim egrisine iliskin L, pozitif limit kiimedir.
Tiim ¢dziim egrileri i¢in E(x(¢,x,,0)) E limit
kiimesine yakinsadigindan, xe L, i¢in Ex)=E
dir. L, pozitif limit kiimenin degismez kiime
olmas1 nedeniyle (Vidyasagar, 1978) her
x(t,x,0)eL,, bu da L, limit

kiimesindeki her baslangic kosulu icin elde
edilen ¢6ziim egrisi boyunca FE(x) fonksiyon

xelL, i¢in

degerinin sabit kaldigin1 gostermektedir. Baska

dE(x(t,x,0))

bir deyisle =0 Vxe L, . Varsa-

yim 1 geregi x(¢,x,,0) ¢oziim egrilerinin pozitif
limit kiimesi L, denge noktalarindan olusmak-
tadir. Coziimlerin tekliginden dolayi, her bir
baslangi¢ kosulu i¢in ¢oziim bir denge nokta-
sinda sonlanmaktadir.

Elde edilen bu sonug, (3) ile tanimli dinamik
coziimleyicinin de gradyan sistemler gibi yakin-
sayan Ozellikte oldugunu gdstermektedir.
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Sonug ve tartisma

Bu calismada dogrusal kisith karesel amag
Olgiitli  eniyileme problemler icin gradyan
temelli bir ¢6ziimleyici Onerildi. La Salle’nin
degismez kiime teoremi, sag tarafi slireksiz
sistemler i¢in genisletilerek Onerilen ¢oziimle-
yicinin de gradyan sistemler gibi yakinsayan
oldugu gosterildi. Onerilen ¢6ziimleyicinin
dogrusal kisith tiiretilebilir herhangi bir amag
Olciitlii eniyileme problemi i¢in de ¢oziimleyici
oldugu gosterilebilir. Onerilen ¢dziimleyicinin
donanim olarak gerceklenebilmesi halinde ¢o-
zlimler gercek zamanda elde edilebilecektir.
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