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Kompozit plaklarin dinamik nonlineer davranisi

Hakan TAN RI(")VER*, Erol SENOCAK
ITU Makina Fakiiltesi, Makina Miihendisligi Boliimii, Giimiissuyu, 34439, Istanbul

Ozet

Bu ¢alisma kapsaminda Galerkin yontemi kullanilarak kompozit plakiarin dinamik nonlineer davranisiar
tizerine analizler gerceklestirildi. Birinci dereceden kayma sekil degistirmesi teorisi ve von Karman tipi
nonlineerlik kullanildi ve olayr yoneten diferansiyel denklemler, plak yer degistirme fonksiyonlarina yakla-
sim i¢in uygun polinomlarin secilmesi ile ¢oziildii. Galerkin ve Newton-Raphson yéntemleri Newmark dog-
rudan zaman integrasyonu yontemiyle beraber kullanilarak kompozit plaklarin dinamik biiyiik ¢ékme analiz-
leri arastirildi. Elde edilen ¢oziimler Chebyshev serileri ve sonlu elemanlar yontemlerinin ¢oziimleri ile kar-
sulastirildr. Bu yaklagim yontemlerinin sonuglart ile uyum icinde kalindigi gozlendi. (Céziim asamasinda is-
lemler miimkiin oldugunca analitik olarak yapild: ve biitiin problemlerde analitik-sayisal tip yaklasim uygu-
land.

Anahtar Kelimeler: Galerkin yontemi, plaklar, biiyiik ¢6kme, zaman integrasyonu.

Dynamic nonlinear behavior of composite plates
Abstract

Employing Galerkin technique, analyses on the dynamic nonlinear behavior of composite plates are
performed in the course of this study. First order shear deformation theory and von Karman type
nonlinearity are utilized and the governing differential equations are solved by choosing suitable
polynomials as trial functions to approximate the plate displacement functions. The trial functions satisfy the
geometric boundary conditions, whereas natural boundary conditions are not satisfied. In this case,
simultaneous approximation is made to the solutions of differential equations and to the boundary
conditions. The choice of trial functions is crucial to approximate the two dimensional displacement field.
Dynamic large deflection analysis of composite plates is investigated using the Galerkin and the Newton-
Raphson methods with Newmark direct time integration scheme. In order to demonstrate the applicability of
the present method, linear transient analysis of an isotropic plate is considered at first. Geometrically
nonlinear transient analysis of a cross-ply laminate is accomplished as a case study. The solutions are
compared to that of Chebyshev series and finite elements. A very close agreement has been observed with
these approximating methods. The method is found to determine closely the displacements with a few number
of terms. In the solution process, analytical computation has been done wherever it is possible, and
analytical-numerical type approach has been made for all problems.

Keywords: Galerkin method, plates, large deflection, time integration.
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Giris

Kompozit katmanli plaklarin kullanim alanlari
gelisen teknoloji ile birlikte artmustir; ucaklar,
roketler, gemiler, otomobiller vb. Katmanh
plaklar iizerine literatiirde yapilmis olduke¢a faz-
la yayimn vardir ve halen ¢aligmalar siirmektedir.
Biiyiik ¢6kme altindaki plaklarin nonlineer dav-
ranigin1 inceleyen yaymlarda c¢ogunlukla von
Karman plak teorisinden faydalanilmistir. Bii-
yiik ¢okme analizlerini i¢eren yayinlarin kap-
saml1 listesi literatiirde bulunabilir (Chia, 1988;
Sathyamoorty, 1998; Reddy, 1997).

Baglasik (coupled) nonlineer kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde pek cok yontem (6rne-
gin sonlu elemanlar, Fourier serileri, Rayleigh-
Ritz, Galerkin) kullanilmigstir. Agirhikli kalanlar
yontemleri arasinda Galerkin yontemi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in kuvvetli bir sayisal ¢o-
ziim teknigidir. Bu yontemde diferansiyel denk-
lem dogrudan kullanilabilir, dolayisiyla bir
fonsiyonelin olmasina ihtiya¢ yoktur (Zienkiewicz
ve Morgan, 1983; Finlayson, 1972). Deneme
fonksiyonlariin tiim siir sartlarii saglamasi sar-
t1 yoktur ve bu da yonteme bir esneklik saglar.

Tanridver ve Senocak daha dnceki ¢alismalarin-
da Galerkin yontemini Newton-Raphson yon-
temi ile birlestirerek degisik sinir sartlar1 altin-
daki katmanli plaklarin biiylik ¢okme analizleri-
ne uyguladilar (Senocak ve Tanridver, 2001;
Tanrdver ve Senocak, 2004a). Bu ¢aligmalarda
von Karman plak teorisinden faydalanildi ve
olay1 yoneten diferansiyel denklemler uygun
polinomlarin plak yer degistirme fonksiyonlari-
na yaklagim i¢in se¢ilmesi ile ¢6ziildii. Deneme
fonksiyonlar1 geometrik sinir sartlarini saglaya-
cak sekilde olusturuldu. C6ziim esnasinda islem-
ler miimkiin oldugunca analitik olarak yapildi.
Tiim problemlere analitik-sayisal tip yaklasim
yapildi. Hesaplamalar sembolik olarak ticari bil-
gisayar matematik programi Mathematica™ ige-
risinde yapildi (Wolfram, 1988).

Katmanli plaklarin geometrik nonlinear dinamik
cevabini pek ¢ok arastirmaci degisik yontemler ile
incelediler. Bauer (1968) izotropik plaklarm
nonlineer gecisken problemini uygun bir gerilme
fonksiyonu secerek ve Ritz-Galerkin yontemini
uygulayarak ¢ozdii. Sonlu elemanlar y&ntemini

Newmark zaman integrasyonu teknigi ile birlikte
kullanarak Reddy (1983a) ve (1983b) plaklarin
lineer ve nonlineer gegisken analizini yapti. Ali ve
Al-Noury (1986) kapali (implicit) sonlu farklar
yontemi ile dikdortgen plaklarin nonlineer dina-
mik problemini aragtirdi. Chen vd. (2000) plakla-
rin nonlineer gegisken analizi i¢in bir yari-analitik
sonlu seritler yontemini gelistirdiler. Wang vd.
(2000) serit eleman yontemi i¢in donme atalet te-
rimini i¢erecek sekilde bir formiilasyon 6ne siirdii-
ler. Nath ve Shukla (2001) kompozit plaklarin
nonlineer gegisken problemlerine Chebyshev se-
rileri (CS) teknigini uyguladilar. Yakin zamanda
yapilan bir c¢alismada Chebyshev-kollokasyon
yontemi ile Newmark teknigi von Karman plak
teorisine uygulandi (Kirby ve Yosibash, 2004).

Yazarlar en son yaptiklari ¢aligmalarda Galerkin
yontemini kompozit plaklarin nonlineer dinamik
analizlerinde kullandilar (Tanridver ve Senocak,
2004b; Tanriover ve Senocak, 2004c). Bu calis-
malarda von Karman tipi nonlineerlik goz oniine
alindi ve Galerkin ile Newton-Raphson yontem-
leri Newmark zaman integrasyonu yoOntemiyle
birlestirilerek kullanildi. Elde edilen ¢oziimler
sonlu seritler (finite strips) yonteminin verdigi
coziimler (Chen vd., 2000) ile karsilagtirildi.

Denklemler

Boyutlar1 a, b ve kalinlig1 4 olan dikddrtgen in-
ce bir plak ele alalim. Koordinat sisteminin bas-
langicimi sekil degistirmemis plak orta diizlemi-
nin merkezine oturtalim (bakiniz Sekil 1). Pla-
gin birbirine iyice yapigmis ortotropik katman-
lardan olustugunu ve diizgiin yayili g, yiikiine
maruz kaldigini farz edelim.

A

y
(a/2.b/2)

¥ ¥ ¥

¥

=

Sekil 1. Plak geometrisi ve yiikleme durumu
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Birinci dereceden kayma sekil degistirmesi teo-
risi kabulleri altinda ve von Karman tipi geo-
metrik nonlineerlik ile; u, v ve w plagin herhan-
gi bir noktasiin sirasiyla x, y ve z dogrultusun-

daki yer degistirmeleri ve u’(x,y), v°(x,¥),
wo(x, y) bu noktalara karsilik gelen plak orta

diizlemindeki noktalarinin sirasiyla x, y, ve z
dogrultularindaki yer degistirmeleri olsun. Bu
kabuller altinda yer degistirme alani;

0

u(x,y,z,t): u x,y,t)+ @, (x,y,t) z,
vx,3,2,0) =V (x,3,0)+ @, (x,,1) 2, (1)
w(x,y,z,t) =’ (x,y,t).

Burada ¢, ve ¢, plak kesit normalinin sirastyla

y ve x eksenleri etrafindaki donmeleridir. Tlgili
gerinme ifadeleri;

£, =6 +K,z,6, =€) +K,Z,

Ve =7 +K,,7, (2)
]/xz :?/)?z’yyz :7)92’

seklinde yazilabilir. Geometrik nonlineerlik von

Karman tipinde ele alindiginda gerinme yer de-
gistirme iligkisi;

1
0_ 0 2
&, ——lﬂx +'E£Vﬂx,
1
0 _ 12
£, —vy+2wy,
0 0 0
Vo =U, TV W W, 3)

0
yxz :W,x +¢x’

0
yyz :W,y +¢y9

ve egrilikler;
4

seklinde verilebilir. Denklemlerde alt indiste
kullanilan virgiil, tiirev manasina gelmektedir.

Kompozit katmanli bir plak i¢in biinye denkle-
minin genel ifadesi;

MR ©
M B D||k
seklindedir. Burada N diizlem-i¢i kuvvetler ve

M momentlerdir. Ayrica kesme kuvvetleriyle
kaymalar arasinda;

0
{QY} _ K|:A44 A45 :|{]/J(/)z} (6)
0, Ay Ass |7,
bagintis1 vardir. Burada Q kesme kuvveti ve K
kayma diizeltme katsayisidir (Whitney, 1987).

Ay, Bjj ve Dij simetrik matrislerdir ve asagidaki
gibi tanimlanmiglardir.

hl2
B,.0,)= [(L.z.2%)g, dz. (7)

~h/2

(4,

ij

Burada Qy; ilgili indirdenmis katilik katsayilari-
dir. Plaga ait bes hareket denklemi asagidaki
gibi yazilabilir (Reddy, 1997).

_ 0
Rl - Nx,x + ny,y _Iou,tl _Il¢x,tt’

0
RZ = ny,x + Ny,y _]Ov,tt _Il¢y,tt’
R,=0..+0, +wnN +w N )

X

8
+(w,yNy +w, N, ),y +q,—I,w, =0, ®)

0

R4 :Mx,x +Mxy,y _Qx _Ilu,tt _12¢x,tt’
0

R :Mxy’x +My’y —Qy -1y, -1,

yitt>

)

burada p'”, inci katmanmn yogunlugu olmak

tizere /,, 1, ve I, su sekilde tanimlanir:

hi2

(1y.1,.1)= [(L2.2%)p" . )

~h/2

Hareket denklemleri yer degistirmeler cinsinden
blinye denklemleri ve gerinme-yer degistirme
iligkileri kullanilarak bulunabilir. Burada denk-
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lemlerin acgik hali verilmemistir (detayli bilgi
icin Tanridver, 2004).

Coziimleme

Galerkin yonteminde geometrik sinir sartlarin
saglayacak sekilde uygun deneme fonksiyonlari
atanir. Bu durumda yer degistirme alani i¢in
yaklasim genel olarak;

M N
Z’lO = Zzamn (Z)Umn (x’ y)’
m=0 n=0

B ()1, (. ).

(10)

emn (t)Tmn (‘x’ y)’

M=

i
(=]
=
Il
[}

seklinde ifade edilebilir. Burada a, b, ¢, d ve e
zamana bagli bilinmeyen katsayilar, U, V, W, S
ve T deneme fonksiyonlaridir. M ve N sirastyla
x ve y dogrultularindaki terim sayilaridir. De-
neme fonksiyonlari i¢in geometrik sinir sartlari-
n1 saglayan fakat dogal (natural) sinir sartlarini
saglamayan polinomlar kullanilmistir. Bu du-
rumda sinir sartlar1 da Galerkin denklemlerine
katilmastir.

Deneme fonksiyonlar1 asagidaki gibi agirliklan-
mis polinomlaridir.

U,,=®x"y",

an = q)Z‘xmyn’

W =P3x"y", (11)
S =@ yx"y",

T, =Dx"y"

Burada @, (i=1,...5) agirhk fonksiyonlaridir.

Denklem 10, yer degistirmeler cinsinden yazil-
mis hareket denklemlerine ve ilgili siir sartla-

rina gotiriiliirse plak domenindeki ve sinirlarin-
daki kalanlar ortaya ¢ikar. Bu kalanlar her bir
deneme fonksiyonuna ortogonal olmaya zorla-
nirsa, asagidaki Galerkin denklemlerine ulasilir.

al2 b2 bi2
J. J.Umn Rl dXdy_ J.Umn Nx x=ta/2 dy
—a/az/—zb/z “b/2 - (12a)
- [U.N, dx =0,
y=tb/2
—al2
al2 b/2 al2
j/ 2 bj/sz R, dxdy— j/ ZV,W N, dr
' (12b)
- .[ Vm” ny x=ta/2 dy:O,
-b/2
al2 b2
[ [w, Rdxdy=o0, (12¢)
—al2-bi2
al2 bi2
_[ J- Smn R4 dXdy
—a/2-b/2
bi2 (12d)
- ISm” Mx x=tal/2 dyzo’
“b/2
al2 b2
ITmn R, dxdy
—al2-b/2
' (12e)
-[1,M, dx =0,
y=tal/2
b2

Zaman integrasyonu

Denklem 12’yi zamanda ayriklastirmak icin
Newmark dogrudan integrasyon teknigi uygu-
land1 (Newmark, 1959). Newmark tekniginde
her hangi bir U yer degistirme alaninin zamana
gore birinci tiirevi ve kendisine asagidaki sekil-
de yaklagim yapilir.

U,y =U, +d(1-7)0, +70,,.]
U.=U+U At
+a2[1-2p)0, +240,., )12,

(13)

Burada yapilan tiim analizlerde y ve S para-
metreleri sirasiyla 72 ve 7 olarak alindi. Denk-
lem 13’te baslangi¢ yer degistirme ve hiz alanla-
11 sifir olarak atandi. Daha sonra baslangi¢ ivime
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alani, baglangi¢ yer degistirme alanin1 Denklem
12°de yerine koyarak ortaya ¢ikan dogrusal
denklem sisteminin ¢6ziilmesi ile bulundu. Her
zaman adiminda hareket denklemlerine Galerkin
yontemi uygulandi ve ortaya ¢ikan a b

mn mn

c,.,» d, ve e katsayillarina bagli nonlineer

mn mn

denklemler Newton-Raphson teknigi ile ¢oziildii.

Sayisal ornekler

Sunulan teknigin dogrulanmasi agisindan ilk
sayisal ornek izotropik bir plagin dogrusal ge-
cisken analizi olarak secildi. Problemde kullani-
lan malzeme, geometri ozellikleri ve yiikleme
durumu Reddy (1983a) tarafindan yapilan ca-
lismadan alind1 ve asagida belirtildi.

E,=2.1x10°N/cm’, p=8x10"° Nsec’/cm”,
v=0.25 a=b=25cm,h=5cm,
g, =10N/cm’.

Plaga ait sinir sarti

x=ta/2=u’ =N,=w=M, =¢, =0,
(14)
y=1b/2 =" =N,=w=M =¢ =0.
fgili agirlik fonksiyonlar:
D, =(x2 —a2/4)(i=1,5),
®, =(y —b14)(i=2,4), (15)

D, :(x2 -a’ /4)(y2 -b’ /4)
seklinde alind1.

Newmark yonteminde zaman adimi1 Az =2 i sec

olarak secildi. Galerkin yontemi (GM) ile ve
Reddy (1983a) tarafindan sonlu elemanlar
(FEM) kullanilarak yapilan analizlerin sonuglari
Sekil 2°de verilmistir.

Kompozit plaklarin nonlineer dinamik davranisi
icin simetrik olmayan g¢apraz-katmanl plak or-
nek olarak secildi.

Capraz-katmanli  [0°/90°/0°/90°] dizilisli plak
icin fiziksel Ozellikler Nath ve Shukla (2001)

tarafindan yapilan ¢alismadan alinmistir ve asa-
g1da gortlebilir.

E /E,=25G,/E,=G,/E, =025,

(16)
Gy /E,=02,v,=025a=b,a/h=10.

Bahsi gecen calismada asagidaki boyutsuz de-
giskenler kullanildi.

r __ qoa4 I W _
E,h*

44,,
[0h2§2

2

; (17)

burada & =a/h.

Capraz-katmanli plak ¢'=125 basamak yiikii
ve agagidaki sinir sart1 altindadar.

x=xa/2=u’ =v'=w=M_=¢ =0,

(18)
y:ib/2:>u0:v0:w:My=¢x:0.

Bu sinir sart1 ile ilgili olarak agirlik fonksiyonla-
11 ise asagida verilmistir;

@, =(x*-a?/4)(> -b*/4), i=1,..3,
@, =(y>-b>/4),

D, = (xz ~a’ /4).

(19)

1.8
1.6
1.4
1.2

1.
0.8
0.6
0.4
0.2

* — GM
4 Reddy

merkezdeki ¢é6kme x 1000 (cm)

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
zaman (mikrosaniye)

Sekil 2. Plak merkezinin zamana bagh ¢ékmesi

Bu analizde zaman adim1 Nath ve Shukla (2001)
tarafindan verilen Az =0.1 ile aym secilmistir.
Plak ayrica ticari bir sonlu elemanlar yazilimi
olan ABAQUS (2003) ile de aym1 zaman adim
secilerek analiz edilmistir. ABAQUS programinda
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S4 tipi elemanlar ve 10x10 eleman ag1 kulla-
nilmistir. GM, CS tekniklerinden ve ABAQUS
programindan elde edilen sonuglar Sekil 3’te
verilmistir.

Sonuclar

Kompozit plaklarin dinamik biiylik ¢okme ana-
lizleri basit ve etkin bir ¢ozliim teknigiyle ger-
ceklestirildi. Burada Newmark dogrudan zaman
integrasyonu teknigi, Galerkin ve Newton-
Raphson yontemleri ile birlestirilerek plaklarin
dinamik davranisi ¢oziimlendi. Yer degistirme
alanlar1 az sayida terim alinarak yeterince iyi
belirlendi. Yontemden elde edilen sonuglar di-
ger yontemlerin (Chebyshev serileri, sonlu ele-
manlar) verdigi sonuglar ile karsilagtirildi. So-
nuglarin uyum i¢inde oldugu gézlendi.

2

GM M,N=3

merkezdeki ¢ékme (w/h)

5 10 15 20 25 30 35 40
zaman (1)

Sekil 3. Capraz-katmanli plagin merkezinin za-
mana (7 ) bagh ¢okmesi (w')
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