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Ozet

Bu ¢alismada, ceyrek-diizlem destek bolgesine sahip dogrusal zamanla degismeyen duragan iki-
boyutlu 6zbaglanimli kayan ortalamall (2-B ARMA) modelin parametrelerinin kestirim problemi ele
alimmakta ve bu problemin ¢oziimii icin, 2-B ARMA model parametreleri ile bu modele egdeger
sonsuz mertebeden iki-boyutlu 6zbaglanimli (2-B EAR) modelin parametreleri arasindaki iliski in-
celenmektedir. Bu iliskiyi esas alarak sonlu mertebeden EAR modelin katsayilarindan (p;, p2, q1,
q2). mertebeden 2-B ARMA modelin parametrelerini kestirmek amaciyla; dogrusal denklem takim-
larimin ¢oziimiiyle parametre kestivimlerini gerceklestiren, yakinsama sorunu olmayan, hesapsal
karmagiklig1 diisiik yeni bir yontem onerilmektedir. Onerilen bu yontem, ii¢c asamali olup; birinci
asamada, (p1, p2 {1, q2). mertebeden 2-B ARMA modeli yaklasik olarak temsil eden (Lj,
L;).mertebeden 2-B EAR modelin parametreleri degistirilmis Yule-Walker denklemleri olarak ad-
landirilan dogrusal denklem takimlarinin ¢oziimiiyle elde edilmektedir. Ikinci asamada ise, birinci
asamada elde edilen EAR model katsayilarini énerilen yontem ile tiiretilen esitliklerde kullanarak
2-B ARMA modelin kayan ortalamali (MA) parametrelerinin kestirimi gergeklestirilmektedir. Son
olarak, birinci ve ikinci agamalarda hesaplanan EAR ve MA parametre kestirimlerini tiiretilen dog-
rusal denklem ifadesinde yerine koyarak 2-B ARMA modelin ozbaglanimli (AR) kismini tanmimlayan
katsayilarin hesabi yapilmaktadir. Onerilen yontemin basarimi, bilgisayar benzetimleri sinanmistir.
Bu amacla, énerilen yontemin literatiirdeki yontem ile eszamanl ¢alistirilmasi sonucunda iiretilen
parametre kestivimleri ve bu parametrelere karsi diisen giic izge yogunluk kestirimleri ¢esitli basa-
rim olgiitlerine gore karsilagtiriimigtir. Sonug olarak, énerilen yontemle oldukcea iyi ve tatmin edici
sonuglara ulasildigi gozlenmistir.

Anahtar Kelimeler: 2-B ARMA model, 2-B EAR model, parametre kestirimi, ¢eyrek-diizlem destek bélgesi.
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2-B ARMA model parametreleri

Estimation of 2-D ARMA model
parameters by using EAR model
approach

Extended abstract

This paper considers the parameter estimation prob-
lem of a quarter-plane (QP) linear time-invariant
(LTI) two-dimensional autoregressive moving aver-
age (2-D ARMA) model excited by an unknown zero-
mean white Gaussian noise with variance o,

Since the use of nonparametric methods such as
Fast Fourier Transform (FFT) yield low-resolution
results, 2-D system identification and parametric
representations of 2-D stationary random fields
based on parametric 2-D autoregressive (AR), mov-
ing average (MA), and ARMA models have received
great attention in a wide range of image and signal
processing applications. These applications include
image restoration, image compression, stochastic
texture analysis and synthesis, modeling, and high-
resolution spectrum estimation of 2-D data, etc.
Note that AR and MA models correspond to the spe-
cial case of ARMA models. The most general models
used in modeling the random fields are the ARMA
models.

In modeling of 2-D random fields, AR models have
been used extensively since their parameters are
estimated easily by solving the set of linear equa-
tions called as Modified Yule-Walker (MYW) equa-
tions. However, as in the one-dimensional case, the
parameter estimation procedures for the MA and
ARMA models are much more difficult than the AR
models since these procedures require a heavy com-
putational burden and there are convergence prob-
lems. All of these reasons and intrinsic nonlinearity
of estimating the MA parameters cause restriction
on making studies based upon MA and ARMA mod-
els. In spite of these difficulties, ARMA models are
preferred frequently because of their relations with
the linear filters having rational transfer function
and their abilities on simulating the behavior similar
to the noise correctly.

From the parameter parsimony point of view, 2-D
ARMA models usually provide the most effective lin-
ear models of the 2-D homogeneous random fields
and are therefore preferable over its AR or MA
counterparts: as compared to the AR and MA mod-
els, ARMA models can perform more accurate mod-
eling with a few number of parameters.

From the spectral estimation viewpoint, while the
ARMA models can characterize both the peaks and
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the valleys, the AR and MA models can characterize
only the peaks and the valleys, respectively.

In spite of its advantages, there are a few methods in
the literature related to the parameter and spectral
estimation of 2-D ARMA models. For the aim of
modeling 2-D random fields, the existing 2-D ARMA
model-based estimation methods can be classified
into two main groups. In the first group of methods,
AR and MA parameters of the ARMA model are
estimated explicitly from the given data set or its
second-order statistics. Thus, the given data set is
characterized by either the transfer function of the
ARMA model or its power spectral density (PSD)
function obtained using the estimated AR and MA
parameters. In the second group of methods, the
estimation processes are realized on the basis of the
PSD function of the ARMA model. AR parameters
are estimated explicitly from the given data record
or its statistics, and then the MA spectrum
parameters are calculated using the estimated AR
parameters and the second-order statistics of the
data set. Hence, the observation data are
characterized by the ARMA model PSD function
formed by the estimated AR parameters and MA
spectrum parameters. Note that while the MA
parameters are acquired explicitly in the first group
of methods, the methods involving to the second
group obtain the MA spectrum parameters rather
than estimating the MA parameters explicitly.

In this paper, we have introduced a simple and com-
putationally efficient method for estimating the pa-
rameters of a LTI 2-D ARMA model having QP sup-
port region. The suggested method is based on the
relation between the parameters of the 2-D ARMA
model and those of the equivalent autoregressive (2-
D EAR) model. On the basis of this relation, linear
equations performing the ARMA model parameter
estimation process from the coefficients of the EAR
model are derived. The method proposed for this
purpose is a three-step approach: firstly, the 2-D
EAR model parameters are obtained solving the set
of linear equations called as MYW equations; then,
the MA parameters are estimated benefiting from the
EAR model coefficients; finally, the AR parameters
are calculated exploiting the estimated EAR and MA
parameters in the derived formula. Performance of
the proposed method is analyzed via computer simu-
lations. We demonstrate with simulations that satis-
factory results are obtained by the proposed method.

Keywords: 2-D ARMA model, 2-D EAR model,
parameter estimation, quarter-plane support region.
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Giris

Iki-boyutlu (2-B) 6zbaglanimli kayan ortalamali
(ARMA) parametrik modelleri esas alarak 2-B
sistem tanilama ve 2-B duragan rastgele alanla-
rin parametrik gosterimi, goriintii ve igaret isle-
me problemlerinde genis bir uygulama alani
bulmus ve bulmaya da devam etmektedir. Go-
riintii onarimi1 (Argenti vd., 1991; Biemond vd.,
1988; Kaufman vd., 1991; Chaparro vd., 1982),
gorlintii sikistirma (Nijim vd., 1996), goriintii
kodlama (Chung vd., 1992), kenar belirleme
(Tao, 1984), doku analizi ve sentezi (Hall vd.,
1995), rastgele zaman serilerinin modellenmesi,
izge kestirimi, ve ileri-geri yonde Ongorisii
(Cadzow vd., 1981; Zhang vd., 1991; Zhang,
1991), sistem tanilama ve modelleme (Chaparro
vd., 1982; Michael vd., 1991; 1994) bu uygula-
malara 6rnek olarak verilebilir.

Modelleme agisindan bakildiginda, 2-B rastgele
alanlar, dogrusal denklemlerin dogrudan veya
yinelemeli olarak ¢6ziilmesiyle parametrelerinin
hesaplanmasindaki kolayliktan dolay1 AR mo-
deller ile kolayca kismen modellenebilir. Bu
ozelliginden dolayi, 2-B rastgele alanlarin mo-
dellenmesi i¢in 2-B AR model yapisinin kulla-
nildig1 bir ¢ok calisma gergeklestirilmistir. An-
cak, saf AR modellerle karsilastirildiginda,
ARMA ve MA modeller i¢in parametre kestirim
islemleri daha zordur. Dogas1 geregi MA para-
metrelerinin - kestiriminin  dogrusal olmayan
denklemlerin ¢oziimiinii gerektirmesi, islemsel
yogunluk ve yakisama gibi sorunlar bu zorlu-
gun temel nedenleri arasinda gosterilebilir (Lim,
1990; Dudgeon vd., 1984).

Yukarida siralanan tiim bu olumsuzluklara rag-
men, rasyonel transfer fonksiyonuna sahip dog-
rusal siizgeclerle olan iligkisinden ve giiriiltiiye
benzer davranis1 daha dogru bir bicimde benze-
tim yetenegine sahip olmasindan dolayt ARMA
modeller, AR ve MA modellerin kullanimina
tercih edilmektedir. Ciinkii parametrik gosterim
acisindan ARMA modeller, duragan rastgele
alanlarin en etkili dogrusal modelini saglarlar.
Soyle ki, giic izge yogunlugu anlaminda,
ARMA modeller AR ve MA modellere nazaran
daha iyi ve yliksek ¢oziiniirlikli izge kestirim-
leri tretirler. Ciinkii frekans alaninda, ARMA
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modeller yogunlasma ve yayilmay1 belirlerken
AR modeller sadece yogunlagmayi, MA model-
ler sadece yayilmay1 temsil edebilirler. Model-
leme anlaminda ise, AR ve MA modellere gore
daha az sayida parametre ile 2-B verinin etkin
bir bicimde ARMA model ile temsili saglanabi-
lir (Cadzow vd., 1981; Zhang vd., 1991; Zhang,
1991).

1-B ve 2-B veri kiimelerini karakterize etmek
amaciyla, 1-B ve 2-B ARMA model yapisim
kullanan literatiirdeki parametrik kestirim yon-
temlerinde izlenen yollar;

e Verilen veri kiimesinden veya bu veriye
iliskin hesaplanan istatistiklerden ARMA
model parametrelerinin kestiriminin gercek-
lestirilmesi ve bu parametrelerle ve/veya bu
parametreleri kullanarak elde edilen ARMA
modele iliskin gii¢ izge yogunluk fonksiyo-
nu ile verilen veri kiimesinin karakterize e-
dilmesi (Sekil 1)

Dogrudan dogruya ARMA modele iligkin
glic izge yogunluk fonksiyonunu esas ala-
rak, bu fonksiyonu tamimlayan izge para-
metrelerinin elde edilmesi ve bu parametre-
leri kullanarak olusturulan ARMA modelin
gli¢ izge yogunluk fonksiyonu ile verilen 2-
B veri kiimesinin karakterize edilmesi
(Sekil 2)

biciminde iki ana grupta toplanabilir. Bu sekilde
iki ana grup altinda toplanan yontemlerden 2-B
ARMA model esas alinarak tasarlanan paramet-
re kestirim ydntemleri literatiirde smirh kal
mistir.

Cadzow ve digerleri (1981), ¢eyrek-diizlem (CD)
destek bolgesine sahip 2-B ARMA modelin pa-
rametrelerinin bulunmas igin en kiiglik karelere
dayali bir algoritma onermiglerdir. Bu algorit-
mada AR parametrelerinin kestirim islemi, agir-
lik katsayilarmin anlamli se¢imine baglhidir ve
MA parametrelerinin kestirimi agikca yapila-
mamaktadir. Bunun yerine, ARMA modelin gii¢
izge yogunluk (GIY) islevinin pay kismini ta-
nimlayan MA izge katsayilarinin kestirimi ger-
ceklestirilmektedir.
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Gozlem Verisi

Ozilinti katsayilarinin hesaplanmasi

AR ve MA parametrelerinin kestirimi

A 4
AR ve MA parametrelerinin kestirimi

ARMA modelin transfer fonksiyonunun elde edilmesi

A 4

ARMA modelin GIY fonksiyonunun elde edilmesi

Sekil 1. Gozlem verisinin, dogrudan dogruya ARMA model parametreleri ile karakterize edilmesine
yonelik yapilan ¢alismalarda izlenen adimlar

GoOzlem Verisi

AR parametrelerinin kestirimi Ozilinti katsayilarinin hesaplanmast

A 4
MA izge parametrelerinin kestirimi

AR parametrelerinin kestirimi

\ 4
MA izge parametrelerinin kestirimi

ARMA modelin GIY fonksiyonunun elde edilmesi

Sekil 2. Gozlem verisinin, ARMA model izge parametreleri ile karakterize edilmesine yonelik
yapilan ¢aliymalarda izlenen adimlar
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Alternatif olarak, AR parametrelerinin Yule-
Walker (YW) denklemi yaklagimini kullanarak
elde edildigi bir yontem Zhang v.d., (1991) tara-
findan Onerilmistir. Cadzow v.d., (1981)’nin
yonteminde oldugu gibi bu ¢aligmada da, MA
parametreleri yerine, ARMA modele iliskin
GIY islevinin pay kismini tanimlayan MA izge
katsayilarinin  kestirimi  gergeklestirilmektedir.
ARMA modele iliskin MA parametrelerinin a-
cikca kestirimini saglayan iteratif bir algoritma
ise, Zhang (1991) tarafindan gelistirilmistir. 2-B
ARMA modelin MA parametrelerini kestirmek
amaciyla Newton-Raphson yontemine dayali
yinelemeli bir algoritma sunulmustur. Ancak,
hesapsal karmagikligin fazla olmasi ve MA pa-
rametrelerinin kestirimi igin gerekli olan yine-
leme isleminin zaman almasi algoritmanin et-
kinligini sinirlayan unsurlardan bazilaridir.

Bu ¢alismada, ¢eyrek-diizlem destek bolgesine
sahip 2-B ARMA modelin parametrelerinin kes-
tirimi i¢in, 2-B ARMA model parametreleri ile
bu modele esdeger sonsuz mertebeden bir AR
modelin parametreleri arasindaki iliskinin kul-
lanimi Onerilmistir. 1-B durumda oldugu gibi
(Martinelli vd., 1985; Shufang vd., 2000), dura-
gan ve tersi alinabilir (p1, p2, g1, ¢2). mertebeden
bir 2-B ARMA model i¢cin ARMA(p1, p2, q1, q2)
= AR(o, o) iligkisi mevcuttur. Sonug olarak, bir
ARMA modele kii¢iik hatalarla yeterince yiik-
sek mertebeden bir AR model ile yaklasilabilir.
Bu iligkiyi dikkate alarak, verilen siireci yakla-
sik olarak karakterize edebilen (L, L,). merte-
beden 2-B esdeger 6zbaglanimli (EAR) model
parametrelerinin kestirimi amaciyla, Zhang ve
digerleri (1991)’nin tiirettigi degistirilmis Yule-
Walker (DYW) denklemi yaklagimindan fayda-
lanilmigtir. Sonug olarak, elde edilen EAR mo-
del parametreleri onerilen algoritmada kullanila-
rak 2-B ARMA modelin AR ve MA parametre-
lerinin kestirimi gergeklestirilmistir. Burada 6-
nerilen yaklasim, Martinelli, v.d., (1985)’nin 1-
B ARMA model icin gelistirdigi kestirim yon-
teminin 2-B yapiya genisletilmisi olarak yorum-
lanabilir.

Onerilen yontemde kullanilan model
Bu calismada, parametre kestirimi i¢in 6nerilen
algoritmada kullanilan model, dogrusal zamanla
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degismeyen (p1, p2. q1, q2). mertebeden CD des-
tek bolgeli 2-B ARMA model olup bu modele
iligkin transfer fonksiyonu,

91 92 hoi
—h_—i
> 2. buirr 72
h=0i=0
Pl P2 b -l
1+ ZZak,lzl Zy
k=0/=0
(k,1)=(0,0)

B(z1,25) _
A(z1,27)

H(zy,25)= (1)

ifadesi ile tanimhidir. (1)’de verilen modelin ta-
nimladigi slirecin (n, ny). 6rnegi

Pl P2

x(ny,ny) = —Z z apx(ny —k,ny —1)
k=01=0
(k,1)#(0,0)

q1 42

+ 2. by w(ny = hyny — i)

h=0i=0

2)

dogrusal fark denklemiyle ifade edilir. Bu fark
denklemi ayni zamanda; girisi, sifir ortalamali
ve o, varyanslhi beyaz Gauss gilriiltii siireci
(BGG(O, awz)) w(ni, ny) ile uyarilan sonsuz diir-
tii yanitli nedensel dogrusal zamanla degisme-
yen ayrik-zamanli 2-B kutup-sifir siizgecinin
cikisini tanimlar, Sekil 3.

5 2-B ARMA
BGG(0, 5,) siireci
E——— hn1 1 >
w(ni, ny) x(ny, ny)

kutup-sifir modeli

Sekil 3. 2-B ARMA stireg iiretimi igin rastgele
modeli

Sirasiyla (1) ve (2)’deki esitliklerde yer alan AR
parametreleri {ay;; 0< k< py, 051 < py} ve MA
parametreleri {b,; ; 0 <h <q;,0<i< g}, CD
destek bolgeli 2-B ARMA modeli ve modele
kars1 diisen siireci karakterize etmektedir.

Parametre kestirim i¢in kullanilan modelin ne-
denselligini dikkate alarak CD destek bolgeli 2-
B ARMA rastgele alanna iliskin Ornekler,
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0<m <N -1ve0<mn<N,-1igin (2) ile
tanimlanan fark denkleminden iiretilir. Sonug
olarak, verilen veya (2) esitligi ile {retilen
(N x N) boyutundaki gézlem verisi orneklerini
{x(n1, np)} Onerilen algoritmada kullanarak 2-B
rastgele alan1 modelleyen CD destek bolgesine
sahip ARMA model parametrelerinin kestirimi
gerceklestirilir.

(1) esitligi ile tanimlanan ARMA modele iliskin
GIY islevi, modeli uyarmada kullamlan o,
varyansl BGG siireci i¢in agsagidaki gibi verilir:

. 2
W W
Pl /2y = O_vzv B(e .‘” e 2)
Ale™ /2
2
q @ , .
Zzbh,ieﬁ(mhwzl)
g
1+ zzak,le*j(wllﬁwzl)
k=01=0
(k,1)=(0,0)

Onerilen yontemde model iizerine

yapilan varsayimlar

2-B ARMA model parametrelerinin kestirimi
icin Onerilen yontemde,

(V1) ARMA modele iliskin sirasiyla AR ve
MA kisimlarinin mertebeleri olan p;, p, ve
q1, ¢2’nin bilindigi varsayilmaktadir.

(V2) (1) ve (2)’de, app = 1 ve bop = 1 oldugu
varsayilmaktadir.

(V3) Incelenen 2-B ARMA model ve bu mo-
del kars1 diisen siirecin, CD destek bolgesin-
de tanimli oldugu varsayilmaktadir.

(V4) Sekil 3 ile verilen dogrusal zamanla de-
gismeyen kutup-sifir modelinin girisini siiren
w(ny, ny) isaretinin, sifir ortalamali ve o’
varyansli BGG siirecinin 6rneklerinden olus-
tugu varsayilmadir.

EAR model parametrelerinin kestirimi
CD destek bolgeli ARMA modeli tanimlayan
AR ve MA parametrelerinin kestirimi i¢in 6ne-
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rilen algoritmada ilk olarak, algoritmanin teme-
lini olusturan EAR model parametrelerinin kes-
tirimi probleminin incelenmesi gerekir. 2-B
ARMA modele esdeger bir AR model, (1) esit-
liginin tersinin asimtotik agilimi1 olarak

1
H(ZI’Z2)

_A(z,2) _
B(ZI’Z2)

¥ d iz’ @)

i=0 j=0

bi¢iminde verilebilir. (4)’deki {d;;} katsayilari,
2-B EAR modelin parametreleridir. (4) ile veri-
len esitlige, kiiciik hatalarla yeterince yiiksek
mertebeli bir EAR modeliyle yaklagmak miim-
kiindiir. (1) ve (4) ile verilen esitliklerden yarar-
lanarak herhangi bir L; ve L, degeri icin

q1 92 .
b —h_—i
ZZ hiZl 22
h=0i=0
Pl P2 b 1
1+ ZZaszl Zy
k=01=0
(k,1)#(0,0)

1

~

T L Ly

Z z dt,jzl_izz_j

i=0 j=0

)

yaklagimi yapilabilir. Buna gore, (5) esitliginin
sagindaki ifadeden (L;, L;). mertebeden EAR
modele karsi diisen fark denklemi

L Ly

Z Zdi,jx(nl —i,ny — j) =w(ny,ny)

i=0 j=0

(6)

biciminde yazilabilir. Nedensellik kosulu altinda
[ >0 ve m >0 igin (6) esitliginin her iki yam
x(ny—1l,ny, —m) terimi ile carpilip elde edilen
ifadenin beklenen degeri alinirsa

L L

> d; jr—i,m— ) =Ewm,m)x(m ~Lny—m)] (7)

i=0j=0

esitligine ulasilir. Incelenen 2-B ARMA model
nedensel oldugundan dolayi, (7) esitliginin sag
tarafi / = 0 ve m = 0 disinda sifira esittir. Yani,

L Ly

D> d jrl—ism—j)=

i=0 j=0
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Elw(m,ny)x(m =Lmy =m)(Lm) - (8)
(8) esitligindeki o(/, m), birim diirti islevi olup
asagidaki gibi tanimlidir:

5(lm)—{1 ;
s - O ’

(8)’deki x(ry —I,m, —m) terimi, incelenen modelin
dogrusal zamanla degismeyen olusundan yarar-
lanarak yeniden elde edilebilir. Sekil 3’de veri-
len yapiy1 kullanarak katlama toplamindan

(I,m)=1(0,0)

(I,m) # (0,0) ©

x(ny —=Il,ny, —m)=

2 2w —l=ky,ny —m=ky) (10)
k| =—0kpy=—00
yazilabilir. (10) esitliginin her iki yan1 w(ni, ny)
terimi ile ¢arpilip sonug esitliginin beklenen de-
geri alinirsa asagidaki ifadeye ulasilir:

Ew(r )y ~L,my —m)] =

S S Iy s Ew iy~ my ~m—ky)] (1)
h=—seky=—o0

w(ny, ny) icin V4 ile tanimlanan varsayimdan
yararlanarak, (11) esitligi

E[W(ny,ny)x(my —1,my —m)] =

> thl,kzafvd(lJrkl,erkz)=0V2Vh_1,_m (12)
k) =—0ky=—00

seklinde ifade edilebilir. (1) ile verilen modelin
nedensel olusundan ve / > 0, m > 0 kosulundan
dolay1 (12) esitliginin sag tarafi, yalnizca / = 0
ve m = 0 igin sifirdan farkli olacaktir. V2 ile ve-
rilen varsayimdan dolay1 49 = 1 yazilabilir. So-
nug olarak, (8) ve (12) esitliklerinden

Ly Ly 5
DD dir(l—ism = j)=0,6(1,m)  (13)
i=0j=0

elde edilir. (13) esitligi, 2-B DYW denklemi
olarak adlandirilir. Benzer ¢ikarim, CD destek
bolgeli ARMA modelin AR parametrelerinin
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kestirimi amaciyla Zhang v.d., (1991) tarafindan
yapilmstir. (13) esitligi {d;;} parametrelerinin
kestirimi i¢in matrisel yapida
Rd =¢& (14)
biciminde yeniden diizenlenebilir. Burada R,
(L + 1) x (L, + 1) boyutlu blok-Toeplitz matris
yapisinda olup EAR modele kars1 diisen siirecin
Ozilinti matrisini tanimlar.

R, R, R,
R R R
R=| . N f2l (15)
R;,, R, R,

biciminde elde edilir. Ayn1 zamanda, (15)’deki
R;, alt matrislerinin her biride (L; + 1) x (L;+ 1)
boyutlu Toeplitz matris yapisina sahiptir:

r(0,k)
r(1,k)

r(-1,k)
r(0,k)

I"(-L],k)
L+ LR )

k:

(L, k) r(L —1,k) r(0,k)
(14)’deki d ve &, (L) + 1)(L, + 1) bilesenden o-
lusan siitun vektorleri olup (15) ve (16)’daki
yapilara gore agagidaki gibi tanimlanmiglardir:

d=[dyg....dy, 0,01 gy 1o oy, )] (17)

é=[0..0,0,...,01" (18)
(16) esitligindeki {r(i, j)} katsayilari, verilen ya
da (2) ile tiretilen (N; x N,) boyutundaki gézlem
verisinin Orneklerinden hesaplanan 6zilinti kat-
sayilaridir. Duragan rastgele alanlar i¢in

N1-1-iNp-1-j
Z ZX(”lanz)X(nl +i,m) + )
n =0 np=0
rxx(_i:_j):rxx(iaj) ; (i:j)z(oao) i(}in
N1 -1-iNy—-1-j

rxx(i,—j)zﬁ Z Zx(nl,nz + ))x(n +i,n,)
n=0 np=0

rxx(iaj) :N

(19)

rxx(_i’j)zrxx(is_j) 5 (l,])Z(l,l) 1@11’1
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ifadelerinde (Zhang vd., 1991) x(n;, ny) gozlem
verisi Orneklerini kullanarak, (16) i¢in gerekli
olan o6zilinti katsay1 kestirimleri elde edilir. (19)
esitligindeki N, N=1/(N;—i)(N,—j) bi¢iminde
tanimlidir.

Sonug olarak, (17) ile verilen 2-B EAR model
parametrelerinin  kestirimi, (14) esitliginin
d=R'¢ ¢cOziimiiyle elde edilir. (18) esitligi ile
tanimlanan & "nun ilk bileseni disindaki degerler
sifir oldugundan dolay1 R ¢ ¢arpimimi yapmak
yerine, R ' matrisinin ilk siitununu olusturan
degerlerle & vektoriinilin ilk bilesenini ¢arpmak
¢Oziim i¢in yeterli olacaktir. Yani,

d=o f (20)

(20) esitligindeki fvektorii

T
I =Uogr oS0 fors s Srgpoe--Soryse-frnp ) 1)

ile R ' matrisinin ilk siitunundaki degerlerden
olusur.

V2’de verilen varsayima gore d vektoriiniin ilk
bileseni dyo = 1 olacaktir. Bu bilgiye dayanarak
2-B ARMA modeli uyarmada kullanilan BGG
siirecinin  varyansi olan ,”’yi hesaplamak
miimkiindiir. Buna gore, (17), (20), ve (21)’deki
esitliklerden BGG siirecinin varyansi

2 d0,0

do,0 1

= = 22
" foo oo 22

o

ile elde edilir. Boylece, (21) ve (22) ile bulunan
degerleri (20)’de kullanarak 2-B EAR model
parametrelerinin kestirimi gergeklestirilmis olur.

AR ve MA parametrelerinin kestirimi

Daha once de belirtildigi gibi EAR ve ARMA
model parametreleri arasindaki iliski, bop = 1
varsayimina dayanmaktadir. Buna gére, ARMA
modelin AR kisminin MA kismina boliimiiyle
elde edilen her bir katsayr EAR model katsayi-
sia eslenmektedir. Bolme iglemi, tam bir esle-
me i¢in aslinda teorik olarak sonsuza kadar de-
vam eder. Ancak Onerilen algoritmada bu esle-

17

me islemi, (L, L,). mertebeden EAR model i¢in
yapilmaktadir ve sonugta esleme icin (L; + 1)(L,
+ 1) adet b6lme islemini yapmak yeterlidir.

Ornegin, ARMA(1,1,1,1) modeli icin bu bdlme
ve esleme islemi

-1 -1 -1_-1
A(Zl’Zz) _1+a0,122 +Cl1’0Z1 +a1,121 22

B(z.z))  14+byyzy +boz +byzy 23!

= 1 +ay )z Hag-bo)a +- (23)

——

do,0  dy di
bi¢giminde verilebilir. ARMA(1,1,1,1) modeli
icin EAR ve ARMA model parametreleri ara-
sindaki iligki, (23)’deki bolmenin bolim kis-
minda verilmektedir. Sistematik olarak bu bdol-
me islemine devam edildiginde EAR(L;, L) ve
ARMA(@1, p2. q1, g2) modelleri i¢in V2 varsa-
yimina gore {ay;; 0<k<p,0<[<py}, {byi; 0
<h<q,0<5i<q, (h,0)#(0,0)},ve {d;;; 0<i
<L, 0 <j < L} parametreleri arasindaki iligki
asagidaki gibi tanimlanir;

q1 42 q1

» Dy by, + D Dpobyo=-Dyg+A (24)
=01 =l

(24) esitligindeki Dy j ve A matrislerinin her biri,
(L; + 1) x (L, + 1) boyutlu olup asagidaki gibi
tanimlanmislardir:

%o ) i
. co
- Uitz
Ao . (25)
|
Qh—m)%m& i Qh—mxlz—m)_
Q, Qy 0
,,,,,,,,,, b
D= ' dho by |(26)
Q! :
ko Ay bty
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(24)-(26) ile tiiretilen esitlikler aynm1 zamanda
(L1, Ly) = (o0, o) i¢in de gecerlidir. Ancak ger-
¢eklenebilirlik agisindan bu esitlikler sonlu (L,
L) degerleri icin kullanilarak, (20) ile elde edi-
len EAR model parametrelerinden ARMA mo-
delin AR ve MA parametrelerinin yaklasik kes-
tirimi gerceklestirilecektir.

Kestirilecek parametrelerin sayisi; z;-boyutunda
(p1 + q1) ve z-boyutunda (p, + ¢,)’dir. Bunun
anlam sudur: L; ve L, mertebeleri L; = (p; + q))
ve Ly = (p2 + ¢2) degerlerinin altinda secilemez.
Genel olarak, L; ve L, mertebelerinin sirasiyla
Ly = (p1 + q1) ve L, = (p2 + ¢2) degerlerinden
daha biiyiik secilmesi mantikli olacagindan, (24)

a1 q2 q1
k=0 Zj:l Dy jbi.j + Zh:1 Dygby

ve A-D,, matrisleri arasindaki esleme, bu

esitligindeki

matrislerin farkinin karesini {b;;} MA paramet-
relerine gore en kiiciikleyerek elde edilecektir.
AR ve MA parametrelerinin reel sayilardan o-
lustugunu varsayarak, bu en kiiciikleme islemi

a9 a1 2
e=| D> Dy by i+ Dobro+Dyy—A| (27)
=01 e

ifadeleri ile gergeklestirilir. Bunun sonucunda,
bilinmeyen MA parametresi q1q> + ¢; + g, kadar
dogrusal denklemler kiimesi elde edilir. Bu
denklem sistemi, matrisel yapida asagidaki gibi
ifade edilir:
Ch=¢ (29)

(29)’daki C matrisi (q192+q1tq2) % (q1921q17q2)
boyutlu olup (30) esitligindeki gibi tanimlidir.

b ve { ise, (q192 + g1 t ¢2) bilesenden olusan
siitun vektorleri olup bu siitun vektorleri sirasiy-
la asagidaki gibi tanimlanmiglardir:

b=[b,,,....b

0,1 70,9, >

Bigs-sDiy se- by gseesDy g, 1" 31

$=[801e €0y CroroC1gs 580058 0 1 (32)

(31)’deki siitun vektori, istenen MA parametre
kestirimlerini igerir ve (29) esitliginin
b=C'¢ (33)
¢oziimilyle elde edilir. (24)-(26)’da tanimlanan egit-

liklerinden yararlanarak, sirasiyla (30) ve (32)’de
tiiretilen C matrisi ve ¢ vektoriiniin bilesenleri

og . .

—=0; 05h<q,0<i< gy, (h,i)#(0,0) (28)

oby, ;
CO,I,O,I CO,l,O,q2 CO,I,I,O CO,l,l,qz CO,l,ql,O CO,l,ql,qz
CO,qz,O,l CO,qz,O,qz CO,qz,l,O CO,qz,l,qz CO,qz,ql,O CO,qz,cn,qz
CI,O,O,I Cl,O,O,qz CI,O,I,O Cl,O,l,qz Cl,O,ql 0 Cl,O,ql N0

C= (30)
Cl,qz,O,l Cl,qz,O,qz Cl,q2,1,0 Cl,qz,l,qz Cl,qz,ql,O Cl,qz,qwz
Cq1,0,0,1 qu,O,O,qz qu,O,LO qu,O,qu qu,O,cn,O Cq1,0,q1,q2

_Cq1,q2,0,1 ’ quaqz,O,qz qu,qz,l,O ) qu,q2,1,q2 ) Cq1,q2,q1,0 quyqzaqlaqz_
Pl Lo Ly Ly
Cprsi=2, 2Dy (kDD (k,i)+ D> > D, (j,)Dg,(j.1]) (34)

k=0i=py+1
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p1 Lp

S pr

k=0i=py+1

ile hesaplanir. (34) ve (35)’de, 0 < (p, s) < ¢; ve
0 < (7, ) < g2°dir. Ancak belirtmekte fayda var:
ayni anda (p, ) # (0, 0) veya (s, £) # (0, 0)’dur.
Yani 6rnegin Cop,1,1 veya Ciopo0 tanimli degil-
dir. Ayrica, (34) ve (35) esitliklerindeki Dy j(ki,
k) ifadeleri, (26)’da tanimlanan Dj; matrisleri-
nin (ky, k). bilesenini temsil eder.

Son olarak, sirastyla (20) ve (33) esitlikleri ile
ulagilan EAR ve MA parametre kestirimlerini
(24)’de yerine koyarak ARMA modele iliskin
AR parametrelerinin kestirimi

q 2 a1
[ den + ZZD/‘J(m’ n)bk,j +2Dh,0(ms n)bh,O (36)
k=0j=1 h=1

ifadesi ile kolaylikla elde edilebilir. Burada,
0<m<pive0<nc<pydir. (36) esitligi, V2
varsayima gore dopo = 1 sonucunu iiretir. Bu so-
nug, (22) ile verilen BGG varyansiin elde e-
dilmesi i¢in tiiretilen ifadeyi dogrulamaktadir.

Bilgisayar benzetimleri

Onerilen algoritmanin basarimini analiz etmek
ve literatlirdeki parametre kestirim algoritmasi
(Zhang, 1991) ile ¢esitli basarim Olciitleri tize-
rinden karsilastirmasimi yapmak amaciyla iki
farklit ARMA model i¢in bilgisayar benzetimleri
gerceklestirilmistir. Parametre degerleri Tablo
1’de verilen bu modeller; algak gegiren yapiya
sahip genis-bantlh ARMA(1,1,1,1) modeli ve
yiiksek geciren yapili dar-bantli ARMA(3,1,1,1)
modeli seklindedir. Benzetimlerde, bu iki model
tipine iliskin parametrelerin kestirimi ve bu pa-
rametrelere karsi diisen GIY islevlerinin elde
edilmesi i¢in kullanilacak olan gozlem verisinin
boyutu (N, N;) = (64, 64) olarak segilmistir.
Buna gore ilk olarak; incelenen modellerin pa-
rametrelerini, rastgele iiretilen sifir ortalamali ve
0W2 = 1 varyanshh BGG siirecinin 6rnekleri ile
kullanarak her bir modele kars1 diisen ARMA
rastgele siire¢ 6rneklerinin 0 < (n), ny) < 63 s1

Ly

=1 Y. Doy (k,)D,  (k,i)+ Y. > Doy (j.)D, . (j,])

j=p1+11=0
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Ly
(35)

nirlar iginde (2) esitligi ile yapay olarak {iretimi
gergeklestirilmistir. Her bir modele kars1 diisen
bu siireg Orneklerinin, Onerilen algoritma ve
Zhang (1991) algoritmasinda eszamanh kulla-
nimi ile parametre kestirimleri elde edilmistir.
En son ulagilan kestirim degerleri, algoritmala-
rm birbirinden bagimsiz 100 kosumu elde edi-
len parametre degerlerinin ortalamasini alarak
elde edilmistir. Kestirimlerin tutarliligim1 gos-
termek icin, kestirilen her bir parametrenin
standart sapmas1 da ayrica hesaplatilmistir. Kar-
silagtirmalar agisindan algoritmalar arasinda u-
yumluluk icin, Zhang (1991) ile hesaplanan MA
parametreleri, kendi igerisinde, kestirilen bgg
degeri ile normalize edilmistir. Amag, her iki
algoritma i¢in, bgo degerini 1'e esitlemektir.
Gergek ve kestirilen model parametrelerini (3)
esitliginde kullanarak elde edilen GIY islevleri,
BGG varyansi ¢,,’ye normalize edilmistir.

Algoritmalarin bagarimi;

e GIY islevleri arasindaki benzerligin 6lgii-
stinli veren Itakura-Saito (I-S) mesafe dl¢ii-
tii (El-Jaroudi v.d., 1991),

Parametre kestirimleri arasindaki benzerli-
gin Ol¢iisiinii veren, gercek ve kestirilen AR
ve MA parametrelerinin farkini alarak elde
edilen katsay1 fark matrislerinin norm de-
gerleri,

esas almarak degerlendirilmistir.

Gergek ve kestirilen model parametrelerinden
hesaplanan GIY islevleri arasindaki I-S mesafe
Ol¢iisii ne kadar kiiciikse, kestirilen izgeler ger-
cegine o kadar yakindir denir (El-Jaroudi v.d.,
1991). Algoritmalarin I-S mesafe Ol¢iitiine gore
karsilastirilabilmesi i¢in, frekans noktalarinin
sayisina kars1 diisen M; ve M, ’nin degerlerine
ihtiyag vardir. Incelenen model tipleri icin GIY
bilesenleri, [-z, 7] frekans araliginda z/180 ara-
liklarla orneklenerek elde edilmistir. Sonugta,
gercek ve kestirilen izgelerin bilesenleri i¢cin M,
x M, =361 x 361 frekans noktas1 kullanilmistir.
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Parametre kestirimleri anlaminda algoritmalarin
basarim analizleri ise, bilinen baz1 matris norm-
lan1 iizerinden degerlendirilmistir. Buna gore,
gercek ve kestirilen AR ve MA parametrelerinin
farkim1 alarak elde edilen katsayr matrislerinin
norm degeri ne kadar kiiclikse elde edilen para-
metre kestirimleri gerceklerine o kadar yakindir
denir. Bir matris i¢in tek bir norm tanimi yoktur:
Bir ¢ok norm tanimi yapilabilir. Kestirilen pa-
rametre degerlerinin gerceklerine yakinlhigini
analiz etmek icin, literatiirde yaygin olarak kul-
lanmilan L, L,, Li, ve Frobenius norm tanimla-
rindan (Meyer, 2000) faydalanilmistir.

Onerilen algoritma ile parametre kestirim isle-
mini gercekleyebilmek icin EAR model merte-
beleri olan L; ve L, degerlerinin bilinmesi gere-
kir. Daha once de ifade edildigi gibi L; ve L,
i¢in secilebilecek en kiigiik degerler, Limin=p1 +
g1 ve Lomin = p2 + ¢2’dir. Ancak ¢ogu zaman,
parametre ve GIY kestirimlerinin dogrulugunu
artirmak acisindan L; ve L,’yi, Limin V€ Lomin
degerlerinden daha biiylik segmek gerekebilir.
Bu calismada ise, segilebilecek optimum EAR
model mertebeleri L; ve L,, tanimim1 El-Jaroudi
v.d., (1991)’nin verdigi I-S mesafe 6l¢iitiine go-
re deneysel olarak belirlenmistir. Bu amacla, L,
ve L, mertebeleri icin bir deger aralig1 se¢ilmis-
tir: (leina Lomin) - (leaXa LZmax)- Burada, Limax
ve Loymax en biiylik L; ve L, degerlerini temsil
etmektedir. L; ve L, i¢in en biiyiik degerler ise,
deneysel olarak (Limax, Lomax) = (3L1imin> 3L2min)
biciminde se¢ilmistir. Sonugcta, belirlenen deger
araliginda en kii¢iik I-S mesafe Ol¢iisiinii veren
L, ve L, degerleri, optimum degerler olarak a-
limmustir. Bu degerleri belirlemek amaciyla 6n-
celikle, verilen deger araliginda L; ve L, ’nin her
bir degeri icin I-S mesafe Olciileri hesaplatilmig
ve Olgiiler i degiskenin bir fonksiyonu olarak
saklanmistir, yani d; g (7). Bu mesafe dlgiilerinin
hangi L; ve L, degerlerine ait oldugunu belirle-
yen i, 7=0L — Limin + Ly — Lomin + (L2max -
Lomin)(L1 — Limin) 1le elde edilmistir. Sonugta, en
kiigiik I-S 6l¢iisiine kars1 diisen i. mesafe Olgii-
slinii saglayan L, ve L, degerleri optimum EAR
mertebeleri olarak secilmistir. Buna gore, ince-
lenen genis ve dar banthh ARMA modeller i¢in,
(Limin> Lomin) V€ (L1max> Lomax) degerleri sirasiyla
(2, 2), (6, 6) ve (4, 2), (12, 6) olarak alinmistir.
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En kiictik I-S 6lciisiinii saglayan optimum EAR
model mertebeleri, genis ve dar-bantli ARMA
modeller icin sirastyla (L, Ly) = (5, 5) ve (L1,
L) = (6, 3) olarak elde edilmistir. Genis ve dar
bantli ARMA modelleri i¢in Zhang (1991) algo-
ritmasinin ve strastyla (L, Ly) = {(2, 2), (5, 5)}
ve (L1, L) = {(4, 2), (6, 3)} degerleri ile dneri-
len algoritmanin tiretmis oldugu parametre kes-
tirim degerleri Tablo 1’de verilmistir. Kestirilen
parametrelerin ve bu parametrelerden hesapla-
nan GIY islevlerinin gerceklerine olan yakinli-
g1 degerlendirmek amaciyla kullanilan norm
ve I-S olgiilerine iliskin degerlere ise Tablo 2°de
yer verilmistir.

Tablo 1°deki parametre kestirim degerlerine ba-
kildiginda, onerilen yontem ile elde edilen so-
nuglarin orijinaline Zhang (1991) yontemi ile
elde edilenlerden daha fazla yakinsadigi gorii-
lir. Tablo 2°deki basarim 6Slgiitleri de bu diisiin-
ceyi destekler niteliktedir. Parametre kestirimle-
rine iligkin standart sapma degerleri de, 6nerilen
yontemin tutarlilik acisindan Zhang (1991) al-
goritmasina gore daha iyi sonug¢ verdigini gos-
termektedir. Tutarlilik i¢in, standart sapmalarin
kiiciik olmasi arzu edilir.

Sonuclar

Bir ARMA modelin sonsuz mertebeden bir AR
modele esdeger oldugu teorisini kullanarak CD
destek bolgeli ARMA modelin parametrelerinin
kestirimi i¢cin, EAR model yaklagimina dayali
hesapsal karmasikligi diisiik, dogrusal olmayan
denklem ¢o6ziimii gerektirmeyen ve yakinsama
problemi olmayan yeni bir yontem Onerilmistir.
Onerilen yontem ii¢ asamali olup; ilk olarak,
ARMA modeli yaklasik olarak temsil eden EAR
model parametreleri kestirilmekte, daha sonra
EAR parametrelerinden MA parametrelerinin
hesabi1 yapilmakta, ve son asamada ise birinci ve
ikinci asamada elde edilen EAR ve MA para-
metre degerlerinden AR parametrelerinin kesti-
rimi saglanmaktadir. Onerilen ydntemde, basit
bir diizenleme ile saf MA modelin parametrele-
rinin kestirimini de gerceklemek miimkiindiir.
Benzetim sonuglar1 gdstermistir ki, hem dogru-
luk hem de tutarlilik anlaminda 6nerilen yontem
ile tatmin edici sonuglara ulagilmaktadir.
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Tablo 1. Onerilen algoritma ve Zhang (1991) ile elde edilen parametre kestirimleri

Onerilen Algoritma Zhang (1991)
Gergek Degerler ~ Ortalama  Std. Sap.  Ortalama  Std. Sap.  Ortalama  Std. Sap.
Genis-bantli ARMA(1,1,1,1) modeli
(L, Lr) =(2,2) (min.) (L, L) = (5, 5) (opt.)
ap, -0.1300  -0.1529 0.0333 -0.1271 0.0358 -0.1363 0.0523
a -0.0500  -0.0845 0.0387 -0.0494 0.0335 -0.0443 0.0600
a -0.0600  -0.0964 0.0352 -0.0636 0.0307 -0.0541 0.0596
by, 0.2200 0.1915 0.0302 0.2231 0.0359 0.2489 0.0418
b1y 0.2800 0.2320 0.0377 0.2799 0.0337 0.2863 0.0492
by, 0.3550 0.2718 0.0274 0.3549 0.0244 0.2883 0.0357
o, 1.0000 1.0037 0.9822
Dar-bantli ARMA(3,1,1,1) modeli
(L1, Lr) = (4,2) (min.) (L, Lo) = (6, 3) (opt.)
a1 0.1700 0.1529 0.0293 0.1704 0.0343 0.1632 0.0368
arp 0.2000 0.1943 0.0961 0.1826 0.0939 0.1640 0.2730
ar -0.2800  -0.3018 0.0373 -0.2836 0.0406 -0.2908 0.0575
o -0.1600  -0.1586 0.0313 -0.1630 0.0322 -0.0853 0.2401
) 0.1400 0.1397 0.0462 0.1467 0.0446 0.1583 0.1266
a3 0.0750 0.0731 0.0196 0.0738 0.0194 0.0993 0.0949
as, 0.1250 0.1254 0.0199 0.1257 0.0215 0.0836 0.1341
bos 0.1300 0.1234 0.0291 0.1431 0.0348 0.0949 0.0452
b1y -0.1250  -0.1249 0.0978 -0.1370 0.0945 -0.1278 0.2353
by, 0.1930 0.1715 0.0337 0.1862 0.0370 0.1547 0.0508
o, 1.0000 0.9681 0.9635
Tablo 2. Tablo 1’deki istatistiklerin basarim dlgiitlerine gore degerlendirmesi
. Onerilen Algoritma Zhang (1991)
Basarim Olgiitleri
AR MA AR MA AR MA
Genis-bantli ARMA(1,1,1,1) modeli
(Ly, L) =(2,2) (min.) (L, L) = (5, 5) (opt.)
L;-normu 0.0593 0.1117 0.0065 0.0032 0.0122  0.0957
Lr-normu 0.0531 0.0993 0.0046 0.0031 0.0097  0.0730
L,-normu 0.0709 0.1313 0.0041 0.0031 0.0117  0.0730
Frobenius-normu 0.0551 0.1002 0.0046 0.0031 0.0104  0.0730
I - S mesafe dl¢iisii 0.0037000000 0.0001306000 0.0087000000
Dar-bantli ARMA(3,1,1,1) modeli
(L1, Ly) =(4,2) (min.) (L, L) = (6, 3) (opt.)
Li-normu 0.0396 0.0282 0.0215 0.0200 0.1350 0.0734
Ly-normu 0.0281 0.0225 0.0179 0.0165 0.0870  0.0520
L,-normu 0.0274 0.0216 0.0210 0.0189 0.0930 0.0411
Frobenius-normu 0.0284 0.0225 0.0193 0.0191 0.0984  0.0520
I - S mesafe ol¢iisii 0.00031143 0.00025831 0.01100000
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