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Sinir elemanlarinin notron difiizyonuna uygulanmasinda

Chebyshev hizlandirmasi

Oznur ENGIN’, Bilge OZGENER
ITU Enerji Enstitiisii, Niikleer Enerji Programi, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

Bu calismada, iki boyutlu grup ici nétron difiizyon denkleminin ¢oziimii i¢in ¢ok gruplu sumir
integral denkleminin sabit ya da dogrusal sinir elemanlari ayriklastirmasi sonucu ortaya ¢ikan yet-
kinlik 6zdeger probleminin sayisal ¢oziimiiniin hizlandwrilmas: konusu incelenmistir. Stnir eleman-
lart yontemi sonucu ortaya ¢tkan katsayilar matrisleri dolu ve simetrik olmayan matris yaprya sahip
olup, almasik yontemlerin (sonlu fark, sonlu elemanlar) simetrik ve seyrek yapidaki katsayilar mat-
rislerinden farklilik gostermektedir. Bu nedenle almasik yontemlerde yetkinlik 6zdeger probleminin
sayisal ¢oziimiinde kullanilan hizlandirma yéntemlerinin, sinir elemanlarina dayali bir hesaplama-
da etkin olup olmayacag arastirilmasi gereken bir konu olarak ortaya ¢ikmaktadir. Gerek sonlu
fark gerekse sonlu elemanlar yetkinlik 6zdeger problemlerinin ¢oziimiinde Chebyshev polinomsal
hizlandirmasinin ozellikle dominans oraninin yiiksek oldugu problemlerde etkin oldugu bilinmekte-
dir. Bu ¢alismada Chebyshev polimomsal hizlandirmasinmin simir elemanlarina dayali yetkinlik
ozdeger problemlerinin ¢oziimiinde etkinliginin irdelenmesi konu edinilmistir. Yapilan sayisal ince-
lemeler sonunda simetrik olmayan katsayilar matrisi yapisina ragmen sinir elemanlari yetkinlik
ozdeger problemindeki tiim ozdegerlerin nonnegatif oldugu, dolayisiyla Chebyshev hizlandirmasina
uygun oldugu goriilmiistiir. Bu gozlemler dogrultusunda Chebyshev polinomsal hizlandirmasi hem
sabit hem lineer sinir elemanlart yetkinlik ozdeger problemlerine uygulanmus, yapilan sayisal ince-
lemelerle yontemin gerekli hizlandirmay:r sagladigi goriilmiistiir. Hizlandirmanin beklendigi gibi
ozellikle dominans oranimin biiyiik oldugu durumlarda etkili oldugu gézlenmistir. Chebyshev yon-
teminin etkinliginin saglanmasinda énemli bir unsurun dominans orvammin yeterli dogrulukla on
tahmini oldugu saptanmistir. Yeterli duyarlilikla bu tahminin yapimas: halinde hizlandirma hem
sabit hem de dogrusal sinir elemani uygulamalarinda daha da etkin olabilmektedir.
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O. Engin, B. Ozgener

Chebyshev acceleration in the applica-
tion of the boundary elements to the
neutron diffusion equation

Extended abstract

The Boundary Element Method (BEM) is a numerical
technique for the solution of boundary value prob-
lems in many areas of engineering. BEM has been
developed during the last two decades and it derives
its popularity from its capacity of confining the un-
knowns only to the boundary and thus reducing the
resulting matrix dimensions tremendously. Although
this property is a clear advantage of BEM, the non-
symmetrical and full coefficient matrices produced by
the method constitute its disadvantage compared to
the symmetric and sparse matrices of the Finite Ele-
ment and Finite Difference Methods (FEM and
FDM). The application of the BEM to the neutron
diffusion equation has been investigated by many re-
searches during the last one and a half decade.

In criticality eigenvalue problems, the matrix whose
eigenvalues are sought is formed by a combination of
the group coefficient matrices and its characteristics
are expected to affect the convergence rate of the nu-
merical solution of the eigenvalue problem. The most
widespread numerical method for the determination
of the multiplication eigenvalue is the fission source
iteration no matter which base discretization tech-
nique (FEM, FDM or BEM) is used. But the problems
where the Dominance Ratio, DR, (the ratio of the
second largest eigenvalue to the largest one) is high,
the fission source iteration suffers from a slow con-
vergence rate. Various acceleration methods (Cheby-
shev Polynomial Acceleration (CPA), coarse mesh
rebalance) have been used for acceleration of fission
source iteration when the discretization method is
FEM or FDM. Since BEM shows different matricial
characteristics, the acceleration of the fission source
iteration with BEM as the base method, looks like a
topic worth investigation. In this work, the most popu-
lar of the acceleration method, namely the CPA, has
been applied when the base discretization method is
BEM. The BEM discretization is based on the multi-
group boundary integral equations whose solution is
formally equivalent to the solution of multigroup dif-
fusion equations in differential form. In previous re-
search work, both constant and linear boundary ele-
ments have been used for this discretization and these
have been implemented in the FORTRAN programs
BMG and BMGL respectively. In these programs, the

criticality eigenvalue problem has been solved by the
classical fission source iteration. In this work, the
CPA is formulated for the solution of criticality ei-
genvalue problem with BEM as the base discretiza-
tion method. The formulation is implemented by
modification of the previously mentioned programs.
The CPA-implemented programs are called BMGCH
and BMGLCH for the constant and linear boundary
elements respectively. The implementation is re-
stricted to two dimensional homogeneous systems
with zero flux vacuum and reflective boundary condi-
tions. The developed software is validated by com-
parisons with the analytical solutions and the results
of the unaccelerated programs, BMG and BMGL.

A theoretical investigation of the eigenvalue spectrum
of the resulting matrices has been carried out by sup-
plying the matrices computed by BMG and BMGL as
input to the software, MATHEMATICA. Using a newly
developed analysis, MATHEMATICA is employed to
determine all eigenvalues and the DR of the computed
matrix. This analysis showed that all eigenvalues are
nonnegative and thus the suitability of the CPA when
BEM is the base discretization method. The programs
BMGCH or BMGLCH develop an estimate for the DR
during the first few iterations prior to the onset of the
CPA. Thus in our investigation we had two values for
the DR: the ‘“true” DR determined by
MATHEMATICA and DR estimate produced by
BMG(L)CH. The difference between these values is
found to be sizable especially for constant boundary
elements. Nevertheless, the CPA is found to be effective
in accelerating the solution of the criticality eigenvalue
problem in both constant and linear BEM implementa-
tions. The acceleration is found to be a little more ef-
fective with linear BEM. The reason for this has been
further investigated by supplying the “true” DR as in-
put into the programs and using this as the estimate for
CPA. When the “true” DR is used, the performance of
the CPA becomes much better as expected. Also the
CPA becomes equally effective in the constant and lin-
ear BEM in contrast to the previously observed better
performance of CPA with linear elements when the DR
estimate was internally generated. Thus it is concluded
that this better performance of BEM with linear ele-
ments stems just from the better DR estimate produced
relative to the constant element case. Further research
should perhaps be directed to improving the algorithm
for the DR estimation by the program.

Keywords: Boundary elements, neutron diffusion,
Chebyshev acceleration.
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Giris

Smir Elemanlar1 Metodu (BEM), ¢esitli miihen-
dislik ve fizik problemlerinin sayisal ¢oziimle-
rinde kullanilan 6nemli bir tekniktir. BEM, be-
lirli bir sistem hacmi i¢inde, belirli sinir sartlari
altinda, ¢6ziimili aranan bir diferansiyel denkle-
min, tanimlanan sonsuz ortam Green fonksiyon-
lar1 yardim ile sadece sistem yiizeyinde bilin-
meyenler iceren bir sinir integral denklemine
dontstiiriilmesi prensibine dayanir. Kismi dife-
ransiyel denklemlerin sinir integral denklemle-
rine donistiiriilerek, bilinmeyenlerin sadece
homojen sistem smirlarinda tanimlanmasina
imkan saglayan BEM, Sonlu Farklar Metodu
(FDM) ve Sonlu Elemanlar Metoduna (FEM)
gore cok daha kiigiik boyutta lineer sistemler
tiretir. FDM ve FEM’de elde edilen lineer sis-
tem simetrik ve banth yapida iken, BEM’de do-
lu ve simetrik olmayan bir yap1 olusturuyor ise
de lineer sistem boyutlarimi kiigiiltmesi baki-
mindan diger sayisal metodlara gore bir avantaj
saglamaktadir. Bu avantajin diger miihendislik
dallarinda oldugu gibi nétron diflizyon denkle-
minin sayisal ¢éziimiine de uygulanmasi tercih
sebebi olmugtur. Notron difiizyon denkleminin
BEM ile ¢6ziimiinde bircok arastirmalar yapil-
mustir. Bu arastirmalara 6rnek olarak notron di-
flizyon denkleminin serbest ndtron kaynagi ve
fisyon kaynagi hacim integrallerini icermesin-
den dolayr hacim integrallerinin ylizey
integrallerine coktan karsithlik sinir elemam
metodu ile doniistiiriildiigii ¢aligmalar gosterile-
bilir (Ozgener ve Ozgener, 1994). Cok gruplu
notron difiizyon hesaplarinda yer alan gruptan
gruba sacilma terimleri smir integral denkle-
minde hacim integrali olarak goriiliirler. Bu ha-
cimsel sacilma integralleri de yiizey integralle-
rine dontstiiriilebilir (Ozgener, 1998).

Reaktoriin ¢ogaltma katsayisi hesabi yani yet-
kinlik 6zdeger hesab1 sayisal analizin en biiyiik
0zdegeri bulmaya yonelik gii¢ iterasyonu meto-
du, noétron diflizyonunda fisyon kaynag iteras-
yonu adini alir. Gii¢ iterasyonu metodunun ya-
vas yakinsamasindan dolayi, gii¢ iterasyonunun
hizlandirilmas1 konusunda ¢esitli calismalar ya-
pilmistir. Iki boyutlu ¢ok gruplu nétron difiiz-
yon denklemine FDM ve FEM uygulamalarinda
fisyon kaynagi iterasyonunun Chebyshev poli-

nomsal hizlandirma teknigi ile hizlandirilabildi-
g1 saptanmustir (Alp, 1976; Ozgener ve Kabada-
y1, 1996).

Seyrek ve simetrik katsayilar matrisine sahip
olan FDM ve FEM’in aksine BEM’de katsayilar
matrisi dolu ve simetrik olmayan bir yapida ol-
dugundan, almasik yontemlerde etkin olan hiz-
landirma yontemlerinin BEM’de etkin olup ola-
mayacagi1 sorusu aragtirtlmaya deger bir konu-
dur. Bu nedenle, bu calismada Chebyshev
polinomsal hizlandirma ydnteminin sinir ele-
manlar1 yetkinlik 6zdeger probleminde kulla-
nilmas1 konusu arastirilmis, gelistirilen bilgisa-
yar programlart araciligiyla yontemin etkinligi-
nin sinanmasi i¢in sayisal deneyler yapilmistir.

Cok gruplu sinir integral denklemine
BEM’in uygulanmasi

Hacmi V, ylizeyi S olan belirli bir homojen niik-
leer sistem icin ¢ok gruplu nétron diflizyon
denklemi g=1,2,...,G grup sayisi olmak iizere,

2 - 2 - Sg(;:)
Vo, (r)—k,®,(r)=- D

g

relV (1)

seklinde yazilabilir. Burada k,, D,, s, ve ®@g sira-
styla grup diflizyon uzunlugunun tersi, difiizyon
sabitini, kaynak ve akiy1 temsil etmektedir. (1)
denklemi, S, bosluk ve S, ise yansitict sistem
siirlarini gdstermek tlizere asagida verilen,

D7) =0 iesS 2)

v

‘2%’(7):0 FeS 3)

14

sinir sartlar1 altinda c¢oziilecektir. (1)’de verilen
grup kaynagi,

5. =4, +(-5,)X 5 ., 0,() @

seklinde tanimhidir. Esitlik (4)’dekai ilk terim, g,
grup fisyon kaynagini géstermektedir. Denklem
(4)’deki ikinci terim olan grup sacilma kaynagi
yazilirken gruplar arasi yukari sagilma olmadigi
varsayimi yapilmistir. Grup fisyon kaynagi,
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0. () =2 f () )
fr) = th 2 ,0,0) (6)

seklinde tanimlidir.

Sonsuz ortam grup Green fonksiyonu (grup te-
mel ¢oziimil),

V3G, (7. ) -kiG, (7. p) ==6G-p)  (7)

denkleminin ¢ézimidir. Grup temel ¢ozimi
grup difiizyon uzunlugunun tersine baghdir. Iki
boyutlu sistemler i¢in Gy,

G, .7 =K, (k[ - 7] ®)

burada K ikinci tiir sifirinci mertebe modifiye
Bessel fonksiyonudur (Ozgener ve Ozgener,
2001).

(1) denklemi temel ¢ozlim ile ¢arpilip ¥ hacmi

iizerinden integre edilip Green’in ikinci 6zdesli-
gi uygulanirsa,

j(szg (7, p)-k2G, (7, ,5))CDg(F)dV

() S

v g

+ j ) (V)i(f 5)dS
5 £ on =’

7. b g(r)dS ©)

esitligi elde edilir. (9) esitliginin sol tarafi (7)
esitliginden,

L L L 0D,
- PP, (FdV + j G, (7, )~ £ (7)dS

(10)
F,p)dV

[-o¢

Vv

—j@ ®° é(?ﬁ)ds =0,

g

seklinde olur. (10) esitliginin ilk terimi sistem yii-
zeyinde stirekli bir tanjanta sahip olmasi sartiyla,

[6G - p)®,(F)dV =c(p)o, () (11)

bi¢gimini alir. @ iki eleman arasindaki ag1 olmak
uzere,

1, peV,peS
c(p)=4 0 -

—, eS

27 r
(12)

tanimina sahiptir. (11) ve (12)’de verilen tanim-
lardan dolay1 (10) esitliginden,

o G,
c(p)cbg(p)+j®g(r>a—n(r,p)ds

(r)dS j —)G L)y

- j G, (7, p)
(13)
sinir integral denklemi elde edilir. (13) denkle-

minin sag tarafindaki son terim, (4)’deki ikinci
terim olan sacilma hacim integrallerini,

L) =31, (14)
L, (B)= =25 (G (7, p)o, (7 1
wr P =5 [CEPREW (19

icermektedir. Yapilan bir calismada Ozgener
(1998) yukaridaki sagilma integrallerinin yiizey
integrallerine doniistiiriilebilecegi gosterilmistir.
Buna gore (13):

o 8G,
D), (D) + j ,(F)—~(7, p)dS

16,5 s = ngh (P, ()

(16)

aGg L - oD,
n j (7, )P, (F)S - j G, (7. p)—(F)dS

+ j 2,(FG, (7, p)dV
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seklinde yazilabilmektedir. dy; katsayilar1 bir
baska ¢alismada Ozgener (1998) verilmistir.

) < ldgh Qh(r) (17)

g h=1 h

0, ()=, (F)-(1-8,)3 dy®,(5)  (18)
, oD
0, () =— L) -(1-8 )ngh g(r) (19)
n
tanimlart ile (16),
o c0G,
AP, (P)+ | £, p)p, (F)dS
5 M (20)

-[ G, P)p, (7)dS = [ G, (F, p)z,(F)dV
S, v

bi¢imine doniistiiriilebilir. Esitlik (5)’ten (17),

Zg(r)=k—f(r) (21)
etk
Xe & X
w, =28 N Ay (22)
g Dg ;Dh gh

seklinde yazilabilir. (21) ve (22) esitlikleri (20)
esitliginde kullanilirsa,

- —

(¥)dS

c(P)p, (P

(23)
, w,
- [G.. P, (PdS =[G, )/ (F)av

etk V

seklinde sagilma hacim integrallerinin yiizey

integrallerine  doniistiiriildigi  smir integral
denklemi elde edilir. Burada,
g-1
9, (F) =D (F)=(1-5,)D d,P,(F) (24)
h=1

seklinde taniml1 olup g ve daha 6nceki grup aki-
larinin lineer kombinasyonu seklindedir.

Sinir eleman ayriklastirmasi

Iki boyutlu homojen bdlgenin siniri, her bir
elemanin merkezi bir nod olmak iizere / adet
sabit sinir elemanina, sistem i¢i de N adet sonlu
elemandan olusan K nodlu sonlu eleman 1zgara-
sina ayrilsin. (23) denklemi sistem ylizeyindeki
i’inci sinir elemaninin P, konum vektorlii mer-

kez noktasi i¢in yazilirsa,

o(p, )qog<p,)+j ), (F)dS
(25)
- j G, (7.5, )cog(r)dS—k—jG 7B f(F)dV

seklini alir. Sabit sinir eleman1 yaklagiminda,

P, (F) =, (1) =9, res, (26)

‘g‘()— ‘g() P res, (27)

@, Ve go;;i her bir sinir elemani i¢inde sabittir.

(25) denkleminin sag tarafindaki kaynak fonksi-
yonu,

fr)= Z,hk(?)fk (28)

seklinde yazilabilir, burada 4, () k’inc1 sonlu

eleman noduna ait baz fonksiyonlaridir. (26),
(27) ve (28)’de verilen yaklagimlar (25)’te yeri-
ne yerlestirilirse,

S

(B, (P)+ Z { [ (f,p[ws}g (%)

SES

—Z[IG(Fﬁ)dSJ % )

::_g ) [ﬁ [ ()G, (7, ﬁ,.)dV}/(?k)

etk k=1\ n=1 v,

(29)

ifadesi elde edilir.
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i, j=12,..1

8oy =[G, (7.5)dS
s;

oG,
hyy =6+ | — L (7, 5, (30)

N
Poi = 2 [ ()G, F.p)dV  k=12,...K

n=1 v,

(30)’da verilen tanimlar ile (29) denklemi,

' _ e
Gp,+H g =P [ G1)

etk

| =

seklinde yazilabilir. gg ve H o (IxI) boyutun-

da kare, i’g ise (IxK) boyutunda dikdortgen

matrislerdir. Burada Qg ve ¢, bilinmeyen vek-
torleri bir u, vektord, Qg ve H . bilinen mat-
risleri de bir ég matrisi altinda toplanir; (2) ve

(3) smir kosullarindan bilinmeyenlerin yarisi
distiriiliirse (31) esitligi matrisyel biciminde,

i —P f (32)

etk

_g—é-

w*

seklinde yazilabilir. Fisyon kaynag: iterasyonu
sirasinda  f ve k. Ongoriisi bir Onceki
iterasyondan bilindigi icin (32) esitligi Crout
ayrigimi ile ¢oziliip u, bulunabilir. Ote yandan
i¢ aki hesabi i¢in (23) denklemi herhangi bir p,
(k=1,2,...,K) koordinatl i¢ nod i¢in yazilarak:

(33)

1~
o
(S

9. =507

g

W‘

<y

B
||

denklemi elde edilir. (33) esitligindeki ilk terim
i¢ akiy1 temsil etmektedir. Burada,

Sy =[G (Fp)dS i=12,...,

S;

K j=12,...1

(34)

g

oG,  _
=[5, 5, )ds
on

n

seklinde tanimlidir. (33) denkleminin sag tara-
findaki kaynak terimi yetkinlik 6zdeger prob-
lemlerinde (28) tanimindan,

Fow = j G, (F, P (F)dV i,k =12,...K (35)
14
seklinde yazilabilir. (33) esitliginde, S ve T =
=g ==
(KxI) boyutunda dikddortgen, ég ise (KxK) bo-
yutunda kare matrislerdir. Burada (32) esitligin-

deki u, vektort, § ve T . bilinen matrisleri
2, =

de bir 7% matrisi altinda toplanirsa,

‘ S

ggg

1~

P = “R f (36)

g

G

etk

elde edilir. (32) coziildiikten sonra (36) ve (24)
araciligi ile i¢ akilar hesaplanip yeni f've k.4 On-
goriisii bulunur.

Giic¢ iterasyonunun Chebyshev
polinomsal metodu ile hizlandirilmasi
(6) esitliginde verilen grup fisyon kaynagi (32)
ve (36) esitliklerinde yerine yerlestirilirse,

w G
__ 8 ~
Au =PV 0, (37)
etk g'=1
w, G
o =T u, +—=R V., O 38
Lg =g—g kerk=ggZ=; Q ( )

haline gelir. (37) ve (38) denklemlerinin sag ta-
raflar1 g=1,2,3,...,G i¢in,

P =v2 wP veR =v,2 wR

=gg s =g =gg &=g

tanimlamalari ile (37) ve (38) esitlikleri,

1 &~

éggg :k_zﬁgg Qg (39)
etk g'=1

~ 1 &~ o

Lg :Zggg +_Z£gg'£g' (40)
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seklinde yazilabilir. (39) esitliginde u, yalniz
birakilip (40) esitliginde yerine yerlestirilip ge-

rekli diizenlemeler yapilarak,

P, = 2B, @

etk g'=1

ifadesi elde edilir. Burada,

G
>B.5 =kuP, £=123..G (42)

seklinde ifade edilebilir. (42) denklemleri tiim
gruplar icin bir araya getirilirse,

BY =k, ¥

eth —

(43)

klasik 0zdeger-6zvektor problemi elde edilir.
Esitlik (43)’teki B matrisinin temel 6zdeger ve
Ozvektoril gli¢ iterasyonu metodundan bulunabi-
lir. Bu klasik 6zdeger-6zvektdr problemi ¥
ilk ongortsii ile klasik gii¢ iterasyonu algorit-
mastyla;

" =By (44)
=, (m)T (= (m)
p =2 £ (45)
gm i(m_l)
1 =
(m)
L (46)
seklinde ¢oziilebilir. Bu iterasyon
(m) "
k= ml_ln \;(m 5
. (47)
\{; (m)
k™ = max =
iy

O0zdeger alt-limit ve iist-limit 6ngoriileriyle,
<eg (48)

yakinsama kriteri gergceklesene kadar stirdiiriile-

bilir. k™ ve " iterasyon ongoriileri

K<k <<k <<k <™

lim £ = lim & = &,

m—o~ m—»oo

IN
(k=y

(49)

bagintisini saglarlar (Varga, 1962).

Klasik gii¢ iterasyonu algoritmasinda (44-46),
yeni 0zvektor ongoriisli i¢in sadece son hesap-
lanan 6zvektor kullanilmaktadir. Giic iterasyo-
nunun yakinsama hizinin artirilmasi igin, yeni
Ozvektor Ongorisini a,, katsayilar1 ile daha
once hesaplanmis O6zvektér  Ongoriilerinin

y» (p=0,12,...,m) bir lineer kombinasyonu,

Q(m) _ Zampg(m (50)
p=

seklinde yazilarak, a,,, katsayilarinin yeni 6ngo-
riinlin gercek Ozvektdre daha iyi bir yaklagim
olmasini saglayacak sekilde se¢ilmesi uygun
olacaktir. (46) ifadesi yerine, (50) ifadesinin
kullanilmasi Chebyshev polinomsal hizlandirma

tekniklerinin ¢ikis noktasidir. (50)’deki yp

O0zvektor ongoriileri (44) ve (46) denklemlerin-
den,

g 1 —— (51)

Hk(r)

esitligi elde edilir. Ozdeger dngoriilerinin arani-
lan ky=k.4 degerine yeterince yakin oldugu var-
sayilirsa,

P
g o [%EJ O (52)
1
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esitligi elde edilir, elde edilen son ifade (50)’de
yerine yerlestirilirse,

(53)

m p
g iafe

p=0 1

elde edilir. Diger taraftan (43) esitligindeki ¥

ozvektorlerinin N boyutlu vektdr uzayinda bir
baz olusturdugu varsayilirsa herhangi bir vektor
baz vektorleri cinsinden,

N
g(o) — Zc,‘g,‘

i=1

(54)

seklinde yazilabilir. ¥'”, (53)’te yerine yerles-
tirilirse,

N
" = P, (DY, + Zci P, [%Jg ; (55)

i=2 1

haline gelir. Burada,

k=k >|k| i#lvel=H <1, ¥, ler dzvektér,

P, (x) ler ise,

P (x)= iampx” (56)

seklinde tanimli m’inci derece bir polinomdur.
(55) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim ne
kadar kiiclik olursa gercek 6zvektore o kadar 1yi
bir yaklasim yapilmis olunacaktir. Fakat c; keyfi
sabitleri ve B matrisinin k; 6zdegerleri bilinme-
diginden gercek bir minimizasyon yapilmasi
miimkiin degildir. Bununla birlikte hata terimi
icin pratik bir optimizasyon yapilabilir.

p= maxM
i#l kl

(57)
(57)’de verilen dominans oraninin daha kiigiik
olmas1 halinde, gii¢ iterasyonunun yakinsamasi
daha hizli olacaktir. Bu durumda hata terimi i¢in
en 1yl minimizasyonun, P,(1)=1 ve |Pm (x)| de-

gerlerinin de [0, p] araliginda minimum olacak
sekilde sec¢ilmesi ile yapilmast mimkiindir
(Alp, 1976). En iyi minimizasyonun, Chebyshev
polinomlar1 cinsinden,

T, [2" - 1)
yo)
P(x)=—nst 2
T [2 _ 1}
Jo)

seklinde secilmesi halinde gerceklesebilecegi
gosterilebilir (Hagemann, 1963). m>0 olmak
tizere m’inci derece Chebyshev polinomlart:

Cos(mcos™" x)
T, (x) = -
Cosh(mcosh™ x)

(58)

|x|£1

x=>1

(59)

Ik ikisi To(x)=1 ve Ty(x)=x olan Chebyshev
polinomlar1 arasinda

T, (x) =2xT,(x) - T,

m—

(x) m=1 (60)
seklinde bir ii¢ terimli rekiirsif (tekrarlama)

bagntis1 vardir (Mason ve Handscomb, 2003).
T,,(x) tanimi (58) ve (60)’ta kullanilarak,

_ Cosh(mo) [ 2x
Pm+1(X)_2COSh[(m+1)O-]( P lj})m(X) (61)
Cosh [(m — 1)0']
- P (x), mz21
Cosh[(m+1)o]| "

tic terimlik bir rekiirsif bagintis1 yazilabilir
(Hagemann, 1963). ilk iki polinom,

2x

o
B(W=1 RW=5—, o=Cosh'(>-1) (62)

“ 1 P

Yo,

ifadeleri ile belirtilmistir. Chebyshev polinomsal
hizlandirmasi i¢in (61) rekiirsif bagintis1 kulla-

nilarak, (46)’daki ¥ vektorleri yerine (53)’te

verilen Q(m) vektorleri cinsinden ifade edilebilir
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(Varga, 1961). Chebyshev polinomlari ile hiz-
landirilmis gii¢ iterasyonu:

o, (m)

¥ =" (63)
~ ()T ~ (m)
pm = £ X (64)
lf,(m)TG(m—l)
_ 1 ~m _
(m) _ y(m=1) (m-1)
(65)

+4,(0""-e"7)

Chebyshev polinom metodu ile hizlandirmanin
etkin olabilmesi i¢in dominans oraninin yeterli
dogrulukta tahmin edilmesine ve bir & Ongorii-
stine ihtiyag¢ vardir. (65) esitligindeki o, ve S,
katsayilari,

=@+ B =B, =7 =0 (60

ve m>2 igin,

m

4 Cosh|(m 1) ]
- ;{ Cosh(mo) }

(67)
_ Cosh|(m—2)o]

Cosh(mo)

B,

seklinde tanimlanmistir.

Sayisal ornekler

BMG(L) programi, yetkinlik 6zdeger problemi-
ni klasik fisyon kaynagi iterasyonu kullanarak
cozer. Bu calisma c¢ercevesinde gelistirilen
BMGCH ve BMGLCH programlari, sabit ve
lineer smir elemani kullanarak formiile edilen
yetkinlik  6zdeger probleminin  ¢Ozimiinii
Chebyshev polinomsal hizlandirmast metodu
kullanarak  ger¢eklestirmektedir. Programlar
FORTRAN dilinde yazilmis olup, WINDOWS
isletim sistemi altinda kosturulmustur.

Gii¢ iterasyonunun hizlandirilmasinda kullani-
lan Chebyshev polinomsal hizlandirmas: meto-
dunun uygulanabilirliginin saptanmasi i¢in, yet-
kinlik 6zdeger aramasi problemi teorik olarak
ele alimip MATHEMATICA programi yardi-
miyla sistem  O6zdegerleri  hesaplanmistir.
BMG(L) gesitli problemler i¢in kosturulmus,
buradan elde edilen verilerle (43) denkleminde-
ki 6zdeger problemindeki tiim 6zdegerlerin sap-
tanmasi icin MATHEMATICA programi kulla-
nilmistir. Bu sekilde siir elemanlart metodunda
ortaya c¢ikan Ozdeger spektrumuna bakilarak,
Chebyshev hizlandirmasinin uygulanabilirligi
anlagilmak istenmistir.

Esitlik (43)’te elde edilen klasik ozdeger-
0zvektor probleminin ¢éziimii ve ele alinan sa-
yisal Ornekler i¢in Sekil 1°de gosterildigi gibi
kare bir sistemin simetrisinden faydalanilarak,
sistemin sadece sekizde biri ele alinmustir.

od
on d=0

Sekil 1. Notron difiizyon yetkinlik ozdeger
problemleri igin ¢oziimlenen 1/8’lik geometri

Sistem kenar uzunlugu 100 cm olan tek grup
difiizyon problemi kenar basina 5 sabit smir
eleman1 kullanilarak formiile edilmis ve ortaya
cikan (43) denkleminde tanimlanan Ozdeger
probleminin tiim 6zdegerleri MATHEMATICA
yazilimi ile hesaplanmistir. Tablo 1°de tek grup-
lu 6zdeger problemi icin niikleer sabitler veril-
mistir.
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Tablo 1. Tek gruplu difiizyon yetkinlik o6zdeger
problemi icin niikleer sabitler

D(cm) 1.77764
=, (em™) 0.0104869
VI, (cm™) 0.0262173
S (cm™) 0.0143676
o, (J) 3.2042 10"
PWem™) 4000

Tablo 1’deki veriler kullanilarak analitik ¢6ziim
sonucu k.;=1.46657782 olan bu problemin yu-
karida  belirtilen 1zgara ile Ozdegerleri
MATHEMATICA programindan:

Ozdegerler:

k={1.45624, 0.725562, 0.479504, 0.314095,
0.242842, 0.170018, 0.152014, 0.125302,
0.0979662, 0.0779552, 0.0691879,
0.0500436, 0.0418231, 0.0183741,
0.0123523, 0.00194851, 4.00932 10°"7, 0.,
0.,0., 0.}

olarak hesaplanmistir. Goriildiigii gibi, simetrik
olmayan matris yapisina ragmen sinir elemanla-
1 formiilasyonu sonucu olusan 6zdeger proble-
mindeki tiim 6zdegerler nonnegatiftir. Bu da
Chebyshev polinomsal hizlandirmasinin uygu-
lanabilirliginin bir gdstergesidir. Ayrica bu so-
nuglarla esitlik (57)’den ikinci biiylik 6zdeger,
en biiylik 6zdegere boliinerek dominans orani,

k _ 0.725562 _ 0.498244

2
k, 1.45624

olarak saptanabilir. Ayrica MATHEMATICA
programi her 6zdegere karsilik gelen 6zvektorii
de tiretebilmektedir. En biiylik 6zdeger olan
1.45624’¢ karsilik gelen 6zvektor asagida ve-
rilmistir.

¥, ={0.416488, 0.396161, 0.336763, 0.244119,
0.128056, 0.0327058, 0.377873,
0.323277,0.234453, 0.123314, 0.,
0.277602, 0.201709, 0.106066, 0.,

0.154018, 0.0790456, 0., 0.0514954, 0.,
0.00552621}

Beklendigi gibi en biiyiik 6zdegere karsilik ge-
len 6zvektor nonnegatiftir.

Yukarida ele alinan 6rnekte kenar basina 5 sinir
eleman1 kullanilmisti. Bu 6rnekteki kenar basina
sinir eleman1 sayist 5 disinda 10, 20, ve 40 ali-
narak Chebyshev hizlandirmasiz BMG ve
Chebyshev hizlandirmali BMGCH programlar:
ile ¢o6ziim {retilmistir. BMGCH programi
Chebyshev hizlandirmast sirasinda dominans
orani, p, tahminini kendi iiretmektedir. Tablo
2’de bu kosularda elde edilen sonuclar 6zet ha-
linde verilmistir.

Tablo 2. Tek gruplu difiizyon yetkinlik teorisi
ozdeger probleminin sabit sinir elemanlari ile
sayisal ¢oziim sonuglari

Program Kok is  isky p p
adi-1zgara % hata % hata
BMG-5 0.7051 18 3333

BMGCH-5 0.7050 12 0.6131 23.051
BMG-10 0.1902 20 30.00

BMGCH-10 0.1901 14 0.7047 28.988
BMG-20 0.0552 21 28.57

BMGCH-20 0.0551 15 0.7640 37.155
BMG-40 0.0194 21 19.05

BMGCH-40 0.0193 17 0.8010

is: Iterasyon Sayisi

isky: Iterasyon Sayis1 Kazang Yiizdesi

=[{BMG(iterasyon say1s1)-BMGCH(iterasyon
sayis1) }+ BMG(iterasyon sayi1s1)[x100

p Yohata = ((Pyur = Pproc )/ Paar )X100

Tablo 2’den 1zgara inceldik¢e elde edilen ke
degerlerinin analitik 6zdegere yakinsadigi go-
rilmektedir. Ayni tablo Chebyshev polinomsal
hizlandirmas1 metodunun iterasyon sayisint en
kaba 1zgarada %33, en ince 1zgarada %19 azalt-
tigin1 gostermektedir. Yani Chebyshev metodu
hizlandirma saglamaktadir. Ayni tablodaki
BMGCH dominans oranlar1 tahminlerinin en
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kaba 1zgarada %23, en ince 1zgarada %37 hata
icerdigi  gorilmektedir.  Biiyiikk  olasilikla
dominans orani tahminindeki 1zgara inceltilme-
sine bagli hata yiikselmesi ince 1zgaralarda
Chebyshev metodunun kaba 1zgaralardaki kadar
etkin olmasini 6nlemektedir. Bunun dogru olup
olmadigmin sinanmasi i¢gin BMGCH programi-
nin kendi dominans oranmi tahminini iiretmesi
engellenmis, bunun yerine MATHEMATICA
tarafindan hesaplanmis “gercek” dominans
oranlar1 disaridan girdilenerek BMGCH’nin bu
degerlerle calismasi saglanmistir. Elde edilen
sonuglar Tablo 3’te sunulmustur.

Tablo 3. Ger¢ek dominans oraninin BMGCH
programina digaridan girdilenmesi

Izgara BMGCH-5 BMGCH-10 BMGCH-20

is 11 12 12

isky 38.89 40.00 42.86
_OMAT 0.4982 0.5464 0.5571

pmat: MATHEMATICA sonuglari

Burada goriildiigii gibi dogru dominans orani ile
1zgara inceldik¢e Chebyshev hizlandirmasinin
sagladig1 kazang azalmamakta hatta artmaktadir.

Sekil 2’de hizlandirmasiz BMG ve Chebyshev
hizlandirmali BMGCH programlarindan elde
edilen kenar basina eleman sayilarina gore sayi-
sal k.« degerleri ile analitik k. degerinin karsi-
lastirilmasi verilmistir.

1.47 -
1.465 -
5 146 — Analitik ¢oziim
—8— BMG ¢6ziim
14557 —s— BMGCH ¢oziim
1.45
5 10 20 40

1zgara

Sekil 2. Tablo 2°de verilen sayisal kou degerleri
ile analitik key degerinin karsilastiriimasi

Sekil 2°de goriildigii gibi BMG ve BMGCH
programlarindan elde edilen k.4 degerleri 1zgara

inceldikge analitik k.4 degerine yaklagmaktadir.

Sekil 3’te kenar basina 5 eleman Ornegi igin
BMGCH programindan elde edilen kdsegen aki
dagilimlar ile analitik ak1 degerlerinin karsilas-
tirtlmast verilmistir.

ox10™3(ecm™sn™)

2.5 1
[
27 — Analitik sonug
154 —=— BMG sonucu
—— BMGCH sonucu
1 -
0.5
0 T T T T - X,y (Cm)
0 10 20 30 40 50

Sekil 3. Kenar basina 5 eleman ornegi igin
BMG-BMGCH programindan elde edilen kése-
gen aki dagilimlarimin analitik aki dagilimlart
ile karsilastirtimasi

Sekil 3’te goriildiigi gibi sayisal sonuglar ile
analitik sonu¢ hemen hemen ¢akigsmaktadir. Se-
kil 4’te BMGCH programindan kenar basina 5
eleman Ornegi icin elde edilen aki dagilimlarinin
ylzde hatalarinin 2 ve 3 boyutlu grafikleri ve-
rilmistir.

® (cm?sn™)

% hata

Sekil 4. Kenar basina 5 eleman ornegi igin
BMGCH programindan elde edilen aki dagilim-
larimin yiizde hatalarimin 2-3 boyutlu gésterimi
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Sekil 4 incelenirse, bosluk sinir sartinin uygu-
landig1 kenarda aki dagilimlarinin yilizde hatala-
rinin giderek biiytidiigi goriilmektedir.

Ayni problemin sabit yerine lineer sinir eleman-
lar1 ile ¢6ziimiine gidilmis, yine kenar basina
eleman sayis1 5, 10, 20 ve 40 alinarak ¢éziimler
iiretilmistir. Tablo 2’de sabit elemanlar i¢in ve-
rilen sonuclarin tiimiiniin lineer se¢ilmesi halin-
deki durumu Tablo 4’te sunulmaktadir.

Tablo 4. Tek gruplu difiizyon yetkinlik teorisi
ozdeger probleminin lineer sumir elemanlart ile
sayisal ¢oziim sonuglar

Program ke is isky p P
adi-izgara % hata % hata
BMGL-5 1.8369 19 36.84

BMGLCH-5 1.8368 12 0.5220 0.672
BMGL-10 0.5120 20 40.00

BMGLCH-10 0.5119 12 0.6155 12.33
BMGL-20 0.1362 21 3333

BMGLCH-20 0.1361 14 0.7034 26.32
BMGL-40 0.0354 21 28.57

BMGLCH-40 0.0353 15 0.7596

Tablo 4 incelenirse lineer sinir elemanlarmin
tipk1 sabit sinir elemanlar1 gibi k., de analitik
degere yakinsadig1 goriilmektedir. Ancak lineer
elemanlar ile elde edilen % hatalar biraz fazla-
dir. Bu durum daha 6nce yapilan bir ¢alismada
da gozlemlenmisti Ozgener (1998) ve sasirtici
degildir. Bu durum biiyiik olasilikla lineer ele-
manlarda kose nodlardaki aki tiirevinden kay-
naklanmaktadir (Brebbia, 1989). Bu sorun kose
nodlarda ¢ift nod tanimi yontemi ile asilabil-
mektedir, ancak bizim g¢alismamizda buna yer
verilmemistir. Tablo 4, Tablo 2 ile karsilastiri-
lirsa, iterasyon sayist kazang oranlarinin, lineer
elemanlarda sabit elemanlara gore daha yiiksek
oldugu goriilmektedir. Bunun nedeni ise lineer
elemanlardaki program tarafindan iiretilen
dominans orani tahminlerinin sabit sinir eleman-
lardakine gore daha az hata icermesidir. Ancak
lineer elemanlarda dahi 1zgara inceldikce
dominans orani tahmini kotiilesmektedir. Sabit

sinir elemanlardakine benzer sekilde lineer ele-
manlarda da MATHEMATICA nin irettigi
“gercek” dominans oranlar1 disardan girdile-
nerek kosular yapilmistir. Bu kosularin sonugla-
11 Tablo 5’te sunulmaktadir.

Tablo 5. Ger¢ek dominans oraninin BMGLCH
programina disaridan girdilenmesi

Izgara BMGLCH-5 BMGLCH-10 BMGLCH-20
is 11 12 12

isky 42.11 40.00 42.86

pvar___ 0.5185 0.5480 0.5569

Tablo 5°te goriildiigii gibi ger¢cek dominans
oranlarmin girilmesi halinde iterasyon sayilari
diismekte ve Chebyshev hizlandirmasi ¢ok etkin
olmaktadir. Tablo 3 ile Tablo 5 bir arada ince-
lendigi takdirde dogru dominans oraninin gir-
dilenlenmesi halinde Chebyshev hizlandirmasi-
nin sabit ve lineer elemanlarda hemen hemen
ayn1 derecede etkin oldugu goriilmektedir.

Sonug¢

Bu calismada, sinir elemanlarinin nétron difiiz-
yon denklemine uygulanmasinda ortaya ¢ikan
O0zdeger probleminin ¢oziimiiniin Chebyshev
polinomsal yontemiyle hizlandirilmasi formiile
edilerek incelenmis ve hizlandirmanin gergek-
lestigi saptanmustir. Ayrica Chebyshev poli-
nomsal yonteminin hizlandirmadaki etkinliginin
gercege yakin bir dominans orani tahmini ya-
pilmasia bagli oldugu goézlemlenmistir. Bun-
dan sonraki arastirmalarda daha iyi dominans
orani tahminine yonelik algoritma gelistirilmesi
konusuna agirlik verilmesi yerinde olacaktir.
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