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Hasarli malzemelerin mikrogerme teorisi ile modellenmesi

ve Eshelby tansorleri
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ITU Fen Bilimleri Enstitiisii, Mekanik Programi, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

Bu ¢alismada hasarli malzemeler mikrogermeli ortam teorisi ile modellenerek tanimlanmis ve orta-
yva ¢tkan bilinmeyen malzeme katsayilari, kompozit malzemeler ve hasarli malzeme arasinda kuru-
lan analoji ile hesaplanmaya ¢alisilmistir. Bu amag igin kullanilan homojenlestirme yontemlerinin
cogunda ilgili Eshelby tansérlerinin bulunmasi oncelikli problemlerden biridir. Bu nedenle bu ¢a-
lismada da Eshelby tansérlerinin kiiresel katki maddeleri iceren mikrogermeli ortam icin bulunmasi
problemi ele alinmigtir. Bu amaca ulasmak i¢in éncelikle mikrogerme teorisi ile modellenen bir or-
tamin yerdegistirme, mikrodonme ve hacimsel mikrogenlesme biiyiikliikleri icin temel ¢oziimler ve-
rilmistir. Bu temel ¢oziimler kullanilarak katki maddelerinin varligindan kaynaklanan elastik alan-
lar Green fonksiyonlart yardimiyla elde edilmistir. Son olarak bu elastik alanlarin mikrogermeli
ortamin biinye denklemlerinde kullanilmas: ile klasik teoride verilen Eshelby tansorleri
mikrogermeli ortama genellestirilmistir. Klasik elastisitede benzer problem icin tek bir Eshelby
tansorii elde edilirken, mikrogermeli ortam icin dordii dort, ikisi iki boyutlu ve biri de skaler olmak
lizere toplam yedi Eshelby tansorii elde edilmistir. Klasik Eshelby tansérii elipsoidal katki maddele-
ri iginde homojen olmasina ragmen, mikrogermeli ortam igin elde edilen Eshelby tansérleri kiiresel
katkr maddeleri i¢inde bile homojen degildir. Calismada, mikrogermeli ortamin mikrodonme ile il-
gili malzeme sabitlerinin sifir alinmasi durumunda mikrogenlesen ortam igin Eshelby tansérlerinin
elde edilebildigi gosterilmistir. Ayrica mikrogermeli ortamin mikrogenlesme ile ilgili malzeme sa-
bitlerinin sifir alinmasi durumunda mikropolar ortamin Eshelby tansérlerine ve her iki grup mikro
ortamin malzeme sabitlerinin sifir alinmasi durumunda ise klasik elastisite i¢in elde edilen Eshelby
tansorlerine indirgendikleri de goriilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Eshelby tansorleri, hasarli malzeme, mikrogermeli ortam, homojenlestirme
yontemleri.
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Modelling the damage by microstretch
theory and Eshelby tensors

Extended abstract

Eshelby tensors for the materials modelled by mi-
cropolar theory including spherical inclusions are
given by Cheng and He (1995). Later on similar
work is carried on for microelongation theory by
Kiris and Inan (2005). It is assumed that the mate-
rial particles undergo only microrotation in mi-
cropolar theory and volumetric microelongation in
microelongation theory in addition to the classical
components. Although it is more meaningful to
model damaged materials with microelongation the-
ory rather than micropolar theory, because growth
of the voids reflects the damage phenomena better
than their rotation, both theories are not good
enough to model the damaged materials. The reason
of the improperness of modelling also with the mi-
croelongation theory is that the voids volumetric
ratio is very low and thus modelling with microelon-
gation theory accounts only volumetric micro elon-
gation of the whole body. Therefore, to model the
damaged materials with microstretch theory is a bet-
ter approach (Kiris and Inan, 2006).

In the present work, the damaged materials are
modelled by the microstretch theory, developed by
Eringen (1990) by assuming that the material parti-
cles can make both microrotation and volumetric
microelongation, in addition to the classical bulk
deformation. Then, the concept of Eshelby tensors
which constitutes the basis of most of the homogeni-
zation methods, is extended to microstretch theory to
use the analogy between damaged materials with
composites which is proposed by Inan (1998). Then
we present the fundamental solutions for the dis-
placement and the microrotation vectors and the
microelongation scalar in static case, and extend the
“eigenstrain” and ‘“‘microeigenstrain” concepts to
the microstretch theory. With the help of these solu-
tions and Green’s functions technique, the elastic
fields of the material defined by microstretch theory
due to the existence of the spherical inclusions are
calculated. By substituting these elastic fields to the
strain expressions of the microstretch theory,
Eshelby tensors for microstretch medium having
spherical inclusions, are obtained.

In this work, seven Eshelby tensors, as four of them
in four dimension, two in two dimension and one
scalar are obtained for the microstretch theory, as
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oppose of the four Eshelby tensors all in four dimen-
sion for micropolar theory, four Eshelby tensors as
one in four dimension, two in two dimension and
one scalar for microelongation theory and lastly
one Eshelby tensor in four dimension for the classi-
cal theory of elasticity. Furthermore, Eshelby ten-
sors obtained for microstretch theory reduce to
Eshelby tensors for micropolar theory, while all
microelongational material constants are taken as
zero, and correspondingly reduce to Eshelby ten-
sors for microelongation theory, while all micropo-
lar material constants are taken as zero, and finally
reduce to the classical Eshelby tensors while all
micro material constants are taken as zero. These
tensors are not homogeneous in even spherical in-
clusions as of micropolar and microelongation
theories, unlike their classical forms. Besides, the
results of the microstretch theory show that, the
field quantities related with both micropolar and
microelongation theories have contribution to
Eshelby tensors corresponding to “eigenstrain”
due to macro deformations, but it is observed that
the field quantities related with microelongation
theory do not have any contribution to Eshelby ten-
sors corresponding to “microeigenstrain” due to
microrotation. And in the same way the field quan-
tities related with micropolar theory also do not
have any contribution to Eshelby tensors corre-
sponding to ‘“micro-eigenstrain” due to micro
elongation.

The main objective of obtaining Eshelby tensors for
these micro theories is to determine the effective
properties of the materials modelled with micro
elastic theories by use of these tensors in the homog-
enization methods. Although our starting point was
to use these tensors in damage mechanics, all the
obtained results are quite general. Namely, Eshelby
tensors obtained for the micro elastic theories may
be used to determinate effective properties of com-
posite materials as well as the damaged materials.
Since Eshelby tensors obtained for all the micro
theories are not homogeneous, one can not express
the homogenization process analytically, unlike the
Eshelby tensors obtained for classical case. It is ex-
pected that the homogenization methods like Mori-
Tanaka’s method can be extended to these micro
theories by taking average processes and integrating
over the inclusions.

Keywords: Eshelby tensors, damaged materials, mi-
crostretch medium, homogenization methods.



Mikrogermeli ortam igin Eshelby tansérleri

Giris

Bilindigi gibi klasik siirekli ortamlar teorisi
mikro yapili malzemelerin modellenmesinde
yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle, mikro yapida-
ki siireksizliklerin etkili oldugu problemler i¢in
stirekli ortam varsayimlar1 yeniden diizenlene-
rek degisik teoriler diretilmistir. Eringen ve
Suhubi (1964) tarafindan tanimlanan ve malze-
menin her mikro parcaciginin genel klasik sekil
degistirmeye ek ve ondan bagimsiz olarak mik-
ro diizeyde bir sekil degistirme yapabildigi fik-
rine dayanan mikromorfik teori mikro yapida
stireksizlikler iceren malzemeler i¢in gergekleri
iyl yansitan bir teori olarak kabul edilmistir.
Ancak, gerek malzeme sabiti sayisinin fazlaligi
gerekse de ek biinye denklemlerine olan gerek-
sinim nedeniyle mikromorfik teori lineer du-
rumda bile olduk¢a karmasiktir ve ¢ok sayida
bilinmeyen icermektedir. Eringen (1999) tara-
findan bu tiir gii¢liiklerin tistesinden gelebilmek
ve teorinin uygulamada kullanilabilirligini ar-
tirmak i¢in  Ozellestirmeler yapilmis ve
mikropolar ve mikrogermeli ortam tanimlar1 ve-
rilmistir. Her iki teori de malzemelerin dogal
yapisina uygunlugu nedeniyle genis olciide kul-
lanim alan1 bulmustur.

Bu ¢alismada, hasar malzemede atomik baglarin
mikro Ol¢ekte kopmasi ile ortaya ¢ikan kusurla-
rin biiyiimesi, gelismesi, birlesmesi ve giderek
makro yap1 lizerinde belirgin etkileri olan bo-
zukluklarin olusmasi olarak tanimlanmistir. Bu
tanim altinda hasarli malzeme, maddesel parga-
ciklarin klasik sekil degistirmeye ek olarak sa-
dece hacimsel mikrogenlesme ve mikrodénme
yapabildigi varsayilan mikrogermeli ortam teo-
risi ile modellenmis ve efektif malzeme sabitle-
rini belirleyebilmek amaciyla inan (1998) tara-
findan hasarli malzeme ile kompozit malzeme-
ler arasinda kurulan analojiden yola ¢ikarak ge-
listirilen bir yaklagim izlenmistir. Efektif mal-
zeme sabitlerinin belirlenmesi amaciyla kullani-
lan homojenlestirme yontemlerinin hemen hep-
sinin temeli, konunun oOnciilerinden Eshelby
(1959) tarafindan tanimlanan “esdeger doniisiim
tansorli” kavramina dayanmaktadir. Eshelby es-
deger doniisiim tansorii katki maddesinin serbest
genlemesi ile matris genlemesi arasindaki iliski-
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yi vermektedir ve klasik elastisite teorisinde
elipsoidal bir katkir maddesi i¢inde homojendir.

Cheng ve He (1995) kiiresel katki maddeleri
iceren mikropolar bir ortam icin Eshelby
tansorlerini elde etmiglerdir. Ancak mikropolar
teori, malzeme Ozeliklerinin iyilestirilmesi i¢in
matris malzemesinden daha iyi elastik 6zeliklere
sahip katki maddelerinin ortama katildig
parcaciklt kompozitlerin ve sivi kristallerin mo-
dellenmesi i¢in uygunsa da, hasarin gelisimini
yeterince yansitamadigi i¢in hasarlt malzemele-
rin modellenmesinde uygun olmamaktadir. Bu
eksikligi gidermek i¢in Kiris ve Inan (2005) ta-
rafindan, hasarin mikrodonmeye oranla daha
cok hacimsel mikrogenlesme yapabildigi 6ngo-
rlisliyle, hasarli malzemenin mikrogenlesen or-
tam teorisi ile modellenmesi diisliniilmiistiir. Bu
modelin mikropolar ortam modeline gére daha
gercekei oldugu agiktir. Ancak malzemede ha-
sarli yani bosluklu kismin, 6zellikle mikro ha-
sarlar distlintildiigiinde malzemenin kalan kis-
minin hacmine orani hayli diistiktiir. Bu durum-
da sadece hasarli kismin mikrogenlesme yapa-
cagini diistinerek hareket etmek yani malzemeyi
mikrogenlesen ortam olarak modelleme diisiin-
cesi de hem pratikte hem de teoride sikintilar
ortaya c¢ikarmaktadir. Bu durum, Kiris ve Inan
(2006) tarafindan, hasarli malzeme
mikrogermeli ortam teorisi ile modellenerek gi-
derilmeye calisilmistir.

Bu ¢alismada (Kiris ve Inan, 2006), mikropolar
ve mikrogenlesen ortam ig¢in izlenilene benzer
yontemle, kiiresel katki maddesi igeren
mikrogermeli ortam i¢in temel ¢oziimler elde
edilmistir. Bu temel ¢o6ziimler yardimiyla ve
Green fonksiyonlar1 teknigi kullanilarak dordi
dort boyutlu, ikisi iki boyutlu ve biri de skaler
olmak iizere toplam yedi Eshelby tansorii elde
edilmistir. Ayrica, beklendigi gibi makro sekil
degistirmeden kaynaklanan ekgenleme ile ilgili
Eshelby tansorlerinde hem mikrodonme hem de
mikrogenlesme ile ilgili biiyiikliiklerin katkisi
gozlenirken, mikrodénmeden  kaynaklanan
mikroekgenleme ile ilgili Eshelby tansorlerine
mikrogenlesme ile ilgili biiyiikliiklerden hig
katkt gelmedigi gozlenmistir. Benzer olarak,
mikrogenlesmeden kaynaklanan mikroekgenle-
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me ile ilgili Eshelby tansorlerine de mikro-
donme ile ilgili alan biiyiikliiklerinden higbir
katki gelmemektedir. Beklendigi gibi, mikro-
germeli ortam icin elde edilen Eshelby tansor-
lerinin mikrodonme ile ilgili sabitlerin limit du-
rumunda mikrogenlesen ortam igin elde edilen
Eshelby tansorlerine, mikrogenlesme sabitleri-
nin limit durumunda mikropolar Eshelby
tansorlerine ve tiim mikro sabitlerin limit duru-
munda klasik Eshelby tansorlerine indirgendigi
gosterilmistir. Mikrogermeli ortam i¢in elde edi-
len Eshelby tansorleri de, mikrogenlesme ve
mikropolar durumda oldugu gibi, klasik Eshelby
tansorlerinin aksine, kiiresel katki maddeleri
tizerinde bile homojen degillerdir (Kiris ve Inan,
20006).

Mikrogermeli ortamin lineer biinye

denklemleri
Mikrogermeli ortamin statik durumda lineer
alan denklemleri

bay + /=0, (1a)
My F €pli, + l, =0, (Ib)
m, +t—s+1=0 (1c)

olarak yazilabilir. Burada ¢, gerilme tansoriinii,
s, ve my, gerilme moment tansorlerini, m,

mikrogerme vektoriinii, f,,/, ve [ sirasiyla

kiitle kuvvetlerini, kiitle moment yogunluklarini
ve kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunu gos-
termektedir ve ¢=t,, s=s, dir (Eringen,
1999). Ayrica, burada ve bundan sonra aksi be-
lirtilmedikce tekrarlanan indisler iizerinde top-

lama uylagimi oldugu ve “,” semboliiniin izle-

yen indise gore tiirevi gosterdigi kabul edilecek-
tir.

Mikrogermeli ortamin lineer biinye denklemleri
ise (Eringen, 1999),

_gs s
tkl - Akl 0 + Amkl e,m + A Emn t Cklmn ymn ’

klmn < mn

(2a)

s s
mkl = Blk 0 + Bmlk H,m + Cmnlk gmn + Blkmn }/mn s (2b)
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m,=C; 0+C; 6,1 + Al €+ Biigy Vims (2¢)

s—t=C"0+C 0, +4,6,+B,y, (2d)
ile verilmektedir. Burada u, yerdegistirme, ¢,

mikrodénme vektorleri ve € hacimsel mikro gen-
lesme skaleri olup, o,, Kronecker deltasi ve e,

permiitasyon semboliidiir. Bu tanimlarla

S = Uy + € B Vi =¢k,l’ Vi =30,k (3)
genleme tansorlerini ve
Aljlm =0, B/f/ =0, Aljl = /10 5“’ BZ/m =b, ¢,
C = ﬂ“l’ C1:1 =4, 5k1’ Cl: =0, Cklmn =0,
4)

K K
Aklmn = ﬂ' 5/([ 5mn + (ILI + 5) 5/(711 é‘ln + (/'l _E) 5kn 5[711 ?

Bklmn =a 5/(1 511111 + ﬂ 5/01 5]};1 + 7 5km 5

In?

izotrop mikrogermeli ortamin malzeme sabiti
tansorlerini gostermektedir. Burada A, 4 Lamé

sabitleri, x,a, f ve y mikropolar ortamin ve
a,, b,, A, ve A, mikrogenlesen ortamin malze-
me sabitleridirler.

(2) biinye denklemleri (3) ve (4) ifadeleri ile bir-
likte (1) denklemlerinde kullanilirsa izotrop ho-
mojen mikrogermeli ortamin alan denklemleri

K K
4 0, +(l+:u_5)uk,lk +(/u+5jul,kk (5a)

+tK ey, ..+ /=0,

(@+B)Vs 7 D T K€ Ui

5b
2x¢+1,=0, ©b)

a, Qkk -4 0-4, Uy, +/=0
elde edilir.

(5¢)

Temel coziimler
Mikrogermeli ortamin statik durumda (5) alan
denklemleri Galerkin (1930) gosterimi ile,
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0. =(A+20)A, 0, = (y+§)A,

O,=(a+f+y)A-2k, (6)
O,=7yA-2k, O,=a,A-1,
operatOr tanimlar1 yapilarak
e 3
U Ve
u J:
M Y. 13 )
2 |
, L
9, L
L H - - l —

seklinde yazilabilir. Sandru (1966) ¢oziimlerine
benzer sekilde, (7) matris denkleminin ¢6ziimii,

u, F

u, £,

U, F

¢ |=N| L |, N = [”k! ]m ®
¢2 L2

¢3 L3
L 0 . L L _

olarak elde edilir. Burada verilmeyen M matris
operatorii Kirig ve Inan (2006)’ da goriilebilir. M
operatoriiniin tersi

-1

M :[nkl](D3 I:'4':'7> )
operatorii ile verilmekte ve bilesenleri,

n, =0, (ul—u2 X,f), k=1,2,3,

n, =0, (DS—D6 X,f_3), k=4,5,6,

ns; =0, 0; O,

n,=n, =—-0,0,X, X, ,k#1,k,[1=1,2,3,
ng=n, =-0,0,X, X, ,,k#1,k,1=4,56

n,, =-n,=0,0,4 X,,k=12,3, (10)

Ny =Nys =Ny =Ny =Nsy =Ny
k=4,5,6

-ng, =0,0, K X;,

=1y =Ny =0,
Nys = =Ny =Ny, =
Mg =—Ny =Ny =—Ng =—0,0,KX,,

Ny = —My5 = Ngy = —Ng, =0,0, K X,
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"dir ve tekrarlanan indisler iizerinde toplama yok-
tur. Burada,

0,=90,0,0, + 43 0, A,

2 K 2
Dzz{ﬂo +(/1+,u—5j<>6}04—x O
0,= 0,0, +K° A, 0,= 0,0, + 4. A,
0,=0,0,,  o=[(@+B)0, -« ],

o,=9,, 0,=90,,

an

olarak tanimlanmuglardir.

(7) ve (8) denklemlerinin sag tarafindaki biiytik-
liikkler arasinda,

o,0,0, F =—f, (12a)
o,o0,0,L=-1, (12b)
o,0,0,L=—/ (12¢)
iligkileri bulunmaktadir. (8) ¢ozlimleri,

©=0,F, (13a)
¢ =[0,0,+ AL, (13b)
Q" =[<>2<>4 +K2A:|L (13¢)
tanimlariyla

u=0,(0,0,+4 A)o-x0,Vx@ = 40,Ve"

; B i (14a)
-4 0, + (/1+y—5)<>4—1< O, rVV-0,
¢:0203(p*—|:(a+ﬂ)<>2—KZJVV-(p* (14b)
—x(0,0,+ 4, A)V xg,
0="12,(0,0,+K°A)V-9+0,0,0" (14c)

seklinde yazilabilir. Ayrica, (12) ve (13) ifadele-
rinden
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(0,06 + A45A)(0,0, + °A) o =1, (15a)
0, (0,0, +x°A)o" =1, (15b)
0, (0,0, + 4;A) @™ =—1 (15¢)

iliskileri elde edilir.

Ik olarak, kiitle momentleri yogunlugunun ve
mikrogerme kuvvet yogunlugunun sifir ve kiitle
kuvvetleri alaninin irrotasyonel, yani

f=Vr, (16a)
1=0, (16b)
1=0 (16c)
oldugu kabulii ve

(0,0, +x*A)o=V A, (17)
tanimu ile (14) ve (15) ifadelerinden,

u=VJ_oA,, (18a)
$=0, (18b)
0=2,V-(VA,) (18c)
¢Oziimlerine ve

(0,04 + 4 A)A, =, (19)

iliskisine ulasilir.

Benzer sekilde kiitle momentleri yogunlugunun ve
mikrogerme kuvvet yogunlugunun yine sifir ve
kiitle kuvvetlerinin solenoidal, yani

f=Vxm, (20a)
1=0, (20b)
1=0 (20c)
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oldugu kabulii ve

(0,0 +4; A)p=VxA (21)
tanimu ile (14) ve (15) ifadelerinden

u=Vx(<>4 A), (22a)
¢:—KV><(V><A), (22b)
6=0 (22¢)
¢ozlimleri ve

(0,0, +K*A)A=—m (23)

sonucu elde edilir.

Ikinci olarak, kiitle momentleri yogunlugunun
irrotasyonel ve kiitle kuvvetleri alaninin ve kuv-
vet yogunlugunun sifir, yani

f=0, (24a)

1=V r,, (24b)

[=0 (24c)

oldugu kabulii ve

(0,0,+K7 A)g =V A, (25)
tanimu ile (14) ve (15) ifadelerinden

u=0, (26a)

d=VA,, (26b)

6=0 (26¢)

¢Oziimleri ve

S p—— 27)

sonucu elde edilir.
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Kiitle momentleri yogunlugunun solenoidal ve
kiitle kuvvetlerinin ve mikrogerme kuvvet yo-
gunlugunun sifir, yani

f=0, (28a)
1=Vxn, (28b)
[=0 (28¢)
oldugu kabulii ve

0,9 =VxA (29)
tanimu ile (14) ve (15) ifadelerinden
u=—KV><(VxA*), (30a)
¢:vx(<>2 A*), (30b)
=0 (30c)
¢Oziimlerine ve

(0,0,+°A)A" =’ (31)

denklemine ulagtlir.

Ucglincii olarak, kiitle mikrogerme kuvvet yo-
gunlugunun sifirdan farkli ve kiitle kuvvetleri
alaninin sifir, yani

f=0, (32a)
1=0, (32b)
[#0 (32¢)
oldugu kabulii ve

0" = Al (33)
tanimu ile (14) ve (15) ifadelerinden

u=-4, VA, (34a)
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d=0, (34b)
0=0 A, (34c)
¢ozlimlerine ve

(0,06 + 4 A)Ay =—1 (35)

denklemine ulasilir.

Statik durumda, sinirsiz elastik malzemede (5)
denge denklemindeki yerdegistirme, mikro don-
me ve mikrogenlesme alanlarinin ¢oziimlerini
elde etmek i¢in, oncelikle kiitle kuvveti alaninin
koordinat merkezinde yogunlasmis tekil kuvvet
oldugu kabulii yapilir.

Bu durumda kiitle kuvveti,

f=q5(x,x,,x,) (36)
ile verilir, burada J(x,,x,,x;) Dirac delta fonk-

siyonudur. Helmholtz ayristirnmi uygulanarak,
kiitle kuvveti,
f=Vr,+Vxmn, Ve =0 (37)
olarak tanimlanirsa, (36) ve (37) ifadelerinin (19)
ve (23) denklemlerinde kullanilmasi ve

h12:—2 Blz K s
2ux HQRu+K)
h22:w, B,=(A+2m)A -2  (38)
2K
A+2
hf=w, r=x-x, r=r|
BZ

tanimlari ile

[(/1+2y)a0 N ~((A+2u), —ﬂj)A]AO =1q-V(1] (392)
4 r

[y—i—K yA* =2 uKxA A:quV lj
2 4 r

(39b)
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denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6-
ziimleri

I (qr "
A= | 5]
87B,\ r ) 4rxB,

q'V(l(l—e’/h-’)j (40a)
r

A

Vx(qr)+iVx((—l(l—e_"”’l)j (40b)
8w ux r

l6rux
olarak bulunurlar. Sadece kiitle kuvvetinin var-
l1g1 ve kiitle merkezinde tekil olarak uygulandi-
g1 durumdaki ¢oziimiin elde edilmesi igin
irrotasyonel ve solenoidal durumda elde edilen
(18) ve (22) ¢oziimlerinin toplami olarak

u=(a,A-A4)VA,+(yA-2x)VxA, (4la)
d):—KVx(VxA), (41b)
0=4V-(VA,) (41c)

elde edilir. Bu ifadede (40) ¢oziimleri kullanila-
rak yerdegistirme, mikrodénme ve
mikrogenlesme alanlari i¢in sonu¢ ¢ézlimler bir
dizi basitlestirme islemi sonrasinda

72
u:(/1+3,u)ﬂ1 /Iog+ a, %

+
8T uB, r 4rB,r
(A+mh =75 (@0)r  3q, (qr)r
87 uB, P 4zB, 1
_ﬂ“—ozg —r/hs
Arx(A+2u)B, r (42a)
PRI Vv v I Pt
4r B, r
+,11(4+2;21)a0ww(g(1_er/hj)j
4r B, r
Y q —r/h
———VxVx|=(1-e"") |,
167 1° (r( )j
b=——Vx (3(1 —e )), (42b)
8 u r

45

_47rBz r

Ay qr._ A, V-(ﬂ
4r B, r

olarak elde edilirler.

(42¢)

er/h_;j

(5) denklemlerini ¢6zmek i¢in ikinci olarak, kiit-
le momentleri yogunlugunun koordinat merke-
zinde tekil olarak uygulandigi kabulii yapilir. Bu
durumda

I=po(x,x,,x;) (43)

ile verilen kiitle momentleri yogunlugu ifadesi
ve Helmbholtz ayristirimi

1=Vz,+Vxn, Ven =0 (44)
kullanilarak, (27) ve (31) denklemleri

. 1 1
[(a +ﬂ+y)A—2K]A0 = —p-V(—j (45a)
4 r

ng}mz —2;1;4/\* :iva(%j (45b)

seklinde yazilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri

Ay = —;p-V(l (l—e’/hz)J (46a)
8K r
A= 1 \V4 h12 P —r/h
= x(pr)+ Vx(=(1-e"""))(46b)
l6mux 8mux r

olarak elde edilir. Sadece kiitle momentleri yo-
gunlugu kiitle merkezinde yogunlastirilarak uy-
gulandiginda (26) ve (30) ¢oziimlerinin topla-
mindan

u=-xVx(VxA"), (47a)
¢:VAZ+(/¢+§)AV><A*, (47b)
6=0 (47¢)
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olarak bulunur. Bu ifadede (46) ¢oziimleri kul-
lanildiginda, sadelestirme sonrasi

u :LVX(B(I—e"’”" )] (48a)
8 u r
d): 1 (Re—r/hzj
Ar(a+p+y)\r
—;V xV X(B(l —e ' )) (48b)
8 Kk r
+MVXVX(B(1—6_M‘)),
167 ux r
0=0 (48¢c)

¢Oziimleri elde edilir.
Son olarak, (5) denklemlerini ¢6zmek igin

mikrogerme kuvvet yogunlugunun koordinat
merkezinde tekil olarak uygulandigi, yani
VI=1=p5(x,,x,,x,) (49)

oldugu kabul edilir ve bu iliski (35) ifadesinde
kullanilirsa

{20, 8 [ (A+2u)4 - 1] |AJ A =
(50)

denklemi elde edilir ve bu denklemin ¢6ziimii de

Jra— (u}
7B, \ r

L —
- Vi —(1-e""
471sz (r( )

D

olarak elde edilir. Bu sonug (34) denklemlerinde
kullanilirsa basitlestirme islemleri sonrasinda

Y3 F (ﬁ-r)r} A

I_) —rlh
P | 4nB (76 J
2 (52a)

- 8B, | r r

2 f—
+MVXVXEB(1—6"”’3)}

4rB, r
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=0, (52b)

0:—(l+2ﬂ)v~(g(1—€k/h3)j (520)
4rB, r

elde edilir.

Katki maddesinden kaynaklanan

elastik alanlar

Mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorisine
benzer sekilde, katki maddeleri igeren sonsuz
mikrogermeli ortamda “ekgenleme-eigenstrain”
ve “mikroekgenleme-microeigenstrain” kavram-
lar1

‘91; = 81:1 A(Q), 7/1; = 7/;:1 AQ), 0'=60" A(Q), (53)
olarak tanimlanir. Burada

1, xeQ

54
0, xeR*-Q (54)

A(Q) = {

seklinde tanimlanmaktadir.
Malzemede katki maddelerindeki ekgenlemeler

nedeniyle mikrogermeli ortamin (2) biinye
denklemleri

by = A}f] 0- Ht) + Arjlkl(e,m _etm)

t [ (55a)
+ Aklmn (gmn - gmn) + Cklmn (}/mn - 7’"" )’
+ Cmnlk (gmn - E,t,,n)+ B[kmn (}/mn _}/rtnn)’
m, =C(0-0)+C;(0,-0)) (55¢)
+ A];lm (8lm _8ltm)+ Blzlm (}/lm _}/ltm)’
—t=C*(O0-0")+C: (O, -6"
S ( ) k( Jk ,k) (55d)

N

+4,(ey _‘9111)"'31?1(71(1 _7/21)

seklinde yeniden yazilmalidir. Biinye denklem-
lerindeki bu farklilik (5) denge denklemlerine;
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K
106’,/ (/1"'/1 2jukk/ (/H'Ej”/,kk
0

(56a)
+K€lkm ¢m,k +fl + ﬁt =
@+ PP+ P + K Uy (56b)
2x¢+1+1 =0,
Ou -4 O0-Agu, , +I+1"=0 (56¢)
seklinde yansir. (56) denklemlerinde “’” iist in-

disli biiytikliikler (5) denge denklemleri kullani-
larak

(N t S
/i __tklk’mkl Bmlkg +By,, 7/mn’
t_ s s
5 mklk €ltom km’mk Cu ‘9f +B,, 71m9
I'=—m, ~t' +s',t,=4,6 + 4, &

klmn mn’
t t _ s N
s—t'=C"6 +4, ¢,

(57)

olarak elde edilirler.

(56) denklemlerinden ¢dziime ulagsmak i¢in dnce
sadece kiitle kuvvetlerinin, sonra sadece kiitle
momentleri yogunlugunun ve ardindan da sade-
ce kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun uy-
gulandig1 distlniiliip elde edilen ¢6ziimler
siiperpoze edilmelidir. Burada bilinmeyen u
yerdegistirmesi, ¢ mikrodénmesi ve € mikro-
genlesmesi Green fonksiyonlar: teknigi kullani-
larak belirlenebilir. Karst gelen problem igin
klasik elastisitede bir, mikropolar ve mikro-
genlesen ortamlarda dort, mikrogermeli ortamda
ise yedi Green fonksiyonu yeterlidir.

Birinci grup Green fonksiyonlar1 ic¢in gerekli
denklemler, koordinat merkezine sadece f kiitle
kuvvetlerinin uygulandigi, 1 kiitle momentleri
yogunlugu ve / mikrogerme kuvvet yogunlugu-
nun uygulanmadigi varsayilarak;

K K
o Atu—— |4, +( +—jg’n
ﬂog,z [ H 2) g T H 5 |k (582)

+xe,, G, . +0, 0(x—x")=0,

mn,k
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(@+PB)G .y +7 G tKey, g;nn,k

58b
-2xG, =0, (58b)
aO gn,kk _/ll gn _/10 g;{n,k = 0 (580)
seklinde elde edilir.

Ikinci grup denklemler ise, koordinat merkezine
sadece 1 kiitle momentlerinin uygulandig1 ve f
kiitle kuvvetleri ve / mikrogerme kuvvet yo-
gunlugunun uygulanmadigi varsayilarak

~ K 5 K A
/10 8 +(/1 +u _EJ g;cn,kl + (,U "‘Ej g;n,kk

(59a)
+K elkm émn,k = 0’
(o + ,‘i) G TV G t K€ Gt (59b)
-2kG,+0, 0(x-x") =0,
aO gn,kk _ﬂ’l én _ﬁ‘O g’:;cn,k = 0 (59C)

olarak elde edilir.

Son grup denklemleri elde etmek icin sisteme,
sadece / mikrogerme kuvvet yogunlugunun uy-
gulandig1 ve f kiitle kuvvetleri ve 1 kiitle mo-
mentleri yogunlugunun ise uygulanmadigi kabul
edilerek

A K\ & K)\ 2
Ao &0 +(ﬂ' +IU_EJ Gt "‘(ﬂJrEJ G

(60a)

+xe,, G =0,

mn,k

(a+PB)Gutr G u t K€y, g’mn,k

- (60Db)
2K C;’,n =0,
Ay i = 81— Ao G (60c)

+0,, 1, 0(x-x")=0

denklemleri elde edilir. Burada, mikropolar ve
mikrogenlesen ortam teorilerine benzer sekilde

“7” ’s1z bliylikliiklerin sadece kiitle kuvvetleri-
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nin, “ "~ I biiyiikliikler sadece kiitle momentle-
ri yogunlugunun ve “ ooy biiyiikliikler ise sa-
dece kiitle mikrogerme kuvvet yogunlugunun
uygulandig1 duruma kars1 gelmek tizere &, gjm

~

ve G, Green fonksiyonlar1 u,

yerdegistirmelerine, G, , é,m ve é,m Green
fonksiyonlart ¢, mikrodonmelerine, g, ,g, ve
ise 0

én Green fonksiyonlari

mikrogenlesmelerine karst gelmektedir. (58)-
(60) denklemlerinin ¢ozliimii

G = Gin + Gin + i (61a)
R 1 l_ —r/h
gkn = Gkn == eknl [ - J b (61b)
8 u r ;

gﬁ A (A+2way| Ty,
o 47 B} 20

1 _ e—r/h3
+ ( j (61c)
r Jkn

—r/h
G = 1 (1 e j
167 u r

(61d)

-i_(e—r/h2 _e—r/h1 N (2#+K)e_r/hl é}m
8xKr 167 uxhlr
Gkn :gAn :0’ (616)
210 (1 _e—r/h3 ]
=— , 61
Sy B, ro Ja (61H
A A+2u(1-e"'"
g"=_47rB,u( r J (6lg)
2 n
olarak elde edilir. Burada
1 o, A+u
Gl=—| 2 T, , 62
o dru\ r A+2u . (622)
B 1 _ efr/h] efr/h]
;=4{%{ J ~8,— |, (62b)
4r r o r
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a A | 1r l—e 'k
g'E:—O 0 —ﬂ—i- 62c
Y 4xBX| K2 r N (62¢)

dir ve srasiyla klasik, mikropolar ve
mikrogenlesen ortam teorileri i¢in elde edilen
Green fonksiyonlar1 ile aynidir. Ayrica, (61)
ifadelerinden goriilecegi gibi f, kiitle kuvvetle-

rinin uygulanmasi durumunda u, yerdegistirme-
lerine kars1 gelen &, Green fonksiyonunun kla-

sik, mikropolar ve mikrogenlesme durumlarina
kars1 gelen Green fonksiyonlarinin toplami ola-
rak elde edildigine, dahasi, beklendigi tlizere /,
kiitle momentleri yogunlugunun uygulanmasi
durumunda @ mikrogenlesmesine karst gelen
g, Green fonksiyonunun ve karsit olarak /
mikrogerme kuvvet yogunlugunun uygulanmasi
durumunda ise ¢, mikrodénmesine kars1 gelen

ékn Green fonksiyonunun sifir olarak elde edil-
digine dikkat edilmelidir.

Buradan, (56) denklemlerinin ¢6ziimii olan u
yerdegistirmelerini, ¢ mikrodénmelerini ve &
mikrogenlesmesini Green fonksiyonlar1 cinsin-
den elde etmek igin;

Fo=fi+fe (63a)
L =0+, (63b)
L=1"+1] (63c)
olmak iizere, karsitlik teoremi;
J(Fow,=F u)av +[(L, 4.~ L, ¢,)av
v 4 (64)
+[(Lo'-L'60)av =0

v
uygulanir ve (64) ifadesinde sirasiyla;
{u,. 4.0 . F.L,L}
=190G 18,0, 6(x=X), 0, 0}, 65)

kn’ékn =0, én’ 0,0, 5kn Ik 5(X_X')}
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olarak alimir. f/,l, ve [ buyiklikleri kiitle

kuvvetlerinin, kiitle momentleri yogunluklariin
ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun olmadigi
durumda sirasiyla hayali kiitle kuvvetleri, kiitle
momentleri yogunluklar1 ve mikrogerme kuvvet
yogunlugu olarak kabul edilebilirler. Dolayisiy-
la kiitle kuvvetleri, kiitle momentleri yogunlugu
ve mikrogerme kuvvet yogunlugunun uygulan-
madig1 ve sinir terimlerin sifir oldugu kabul edi-
lerek, kismi integrasyon islemleri yapilirsa;

un (X) = __”:2’0 et g;m,k + Aklmp 8;1;7 g;r1,k

Vv

+Bklmp ]/rtnp Gkn,l —Ke ; Gkn + aO et gn,kk (663)

pmk gmp

_2'1 et gn _/10 5mp 8:np g}z:ldx"

¢n (X) = _.”:/10 Ht 'g’\;cn,k + Aklmp gttnp g’\/l‘n,k
v (66b)
}dx ',

A

A t
Gkn,l —Ke & Gkn

+B ki pmk < mp

t
mp ymp

1 t 5 t 5
Q(X) = _J. |:I_(ﬂ“0 9 g;m,k + Aklmp gmp g;n,k

vV n

(66¢)
+a0 0‘ én,kk _/11 et An _/10 é‘mp griap én )i| dX'

sonuclarma ulasilir.

(53) denklemlerinde &, ekgenlemelerinin ve

7y @ mikroekgenlemelerinin katki maddesi

Q) iizerinde sabit oldugu kabul edilirse (66)
denklemleri (Eshelby, 1959, Cheng ve He,
1995)

u, ()=t () +1,4(%) & +J,4,(0) 7, + K, (0, (67)

6, (x) =1 ,,(x) &5, +J,,(X) 7, (67b)

0(x) =I,(x) &, +K(x) &’ (67¢)
seklinde yazilabilir, burada u¢ (x) klasik elastik

sekil degistirmedir ve ilgili katsayilar kisaltma
amaciyla burada verilmeyen katsayilar (Kiris ve
Inan, 2006)’ da bulunabilir.
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Eshelby tansorleri

Yerdegistirme, mikrodonme ve mikrogenlesme
icin elde edilen (67) ¢ozlimleri mikrogermeli
ortamin (3) genleme biyiikliiklerinde yerine
kondugunda katki maddelerinin varlig1 nedeniy-
le olusan genleme ve mikrogenlesme ifadeleri;

& (X) =K}, () 8:111 + Ly, (X) 7, :m +M,,(x)0 " (68a)

Yu(X)= Ieklmn (x) g:m + f’klmn (x) 7/;;1 > (68.b)

0(x) = K, (x) &, + M(x)0° (68.0)

seklinde yazlabilir. K, (x),L,, (X),M, (x),

K, (X, L, (%), K, (x) ve M(x) mikro genle-
sen ortamin Eshelby tansorleridirler ve

Kklmn (X) = Ilfm,k (X) + Ilmn,k (X) - eklp jpmn (X) (693)

Ly () =T, s () =€, 0, (%) (69b)
M,(x)=K,,(x) (69¢)
Ky (X) =1, (%) (69d)
Ly (X) = Ty, (%) (69)
K, (0=1,(x) (699)
M(x)=K(x) (69¢)

ifadeleri ile verilirler (Kiris ve Inan, 2006).

Sonuclar

(68) — (69) ifadelerinden goriildiigli gibi
mikrogermeli ortamda yedi Eshelby tansorii el-
de edilmektedir ve beklendigi gibi karsilikli ola-
rak; mikrodonme ifadesine mikrogenlesme bii-
yiikliigiinden, mikrogenlesme ifadesine de
mikrodonmeden kaynaklanan bir katki gelme-
mektedir. Ayrica mikrogermeli ortam icin elde
edilen (69) Eshelby tansorii ifadelerinin,
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mikrogenlesmeye ait biliyiikliiklerin sifir alinma-
st durumunda, mikropolar ortam i¢in elde edilen
Eshelby tansorlerine indirgendigi goriilmekte-
dir. Benzer sekilde, mikrodonmeye ait biiytik-
liikklerin sifir alinmasi durumunda, mikrogen-
lesen ortam i¢in elde edilen Eshelby tansorlerine
ve hem mikrodonme hem de mikrogenlesme
biiyiikliiklerinin sifir alinmas1 durumunda ise,
dogrudan klasik Eshelby tansorlerine indirgen-
digi acik olarak goriilmektedir. (Kiris ve Inan,
2005 ve 2006; Cheng ve He 1995). Ayrica,
mikropolar ve mikrogenlesen ortam teorileri
icin elde edilen Eshelby tansdrlerine benzer se-
kilde, mikrogermeli ortam i¢in elde edilen
Eshelby tansorleri de, kiiresel katki maddeleri
icinde bile homojen degillerdir.

Klasik teoriye benzer sekilde, gerek Cheng ve
He (1995) tarafindan elde edilen mikropolar or-
tam icin Eshelby tansorlerinde, gerekse de Kiris
ve Inan (2005 ve 2006) tarafindan elde edilen
mikrogenlesen ve mikrogermeli ortam i¢in elde
edilen Eshelby tansorlerinde, temel ama¢ homo-
jenlestirme yontemlerinin bu teoriler icin de
kullanilmasina olanak saglayarak, hasarli mal-
zemenin klasik ve mikro elastik sabitlerinin be-
lirlenebilmesidir. Her ne kadar bu ¢alismada ha-
sarli malzeme temel alinmissa da, elde edilen
sonuclar geneldir ve sadece hasarli malzemeler
icin degil, pargacikli kompozitler gibi mikro
elastik teorilerle modellenmesi daha uygun olan
tim malzemeler icin yapilan homojenlestirme
islemlerinde kullanilabilir. Ancak bunun icin
sadece Eshelby tansorlerinin elde edilmesi ye-
terli olmamakta ve klasik c¢er¢cevede Mori-
Tanaka (1973) teorisi gibi homojenlestirme yon-
temlerinin bahsedilen bu mikro elastik teorilere
genellestirilmesi  gerekmektedir. Bu amacin
onilindeki en biiyiik engel ise, klasik durumda
Eshelby tansorlerinin, hemen birgok farkli sekli
ifade etmek icin yeterli olan elipsoidal katki
maddeleri i¢inde homojen olmalarina ve boyle-
likle homojenlestirme igsleminin analitik olarak
ifade edilebilmesine ragmen, mikropolar, mik-
ro-genlesen ve mikrogermeli ortam teorilerinde
elde edilen Eshelby tansorlerin kiiresel katki
maddeleri i¢inde bile homojen olmamalaridir.
Bu durum, bahsedilen mikro teoriler i¢in homo-
jenlestirme igleminin analitik olarak yapilabil-
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mesini engellemekte ve ancak sayisal integ-
rasyon ve ortalama alma islemleri ile sonuca
ulasilabilmektedir. Ancak, her ii¢ teori i¢in de
homojenlestirme problemi hala tam olarak ¢ozii-
lebilmis degildir ve gelecek ¢aligmalar1 bekle-
mektedir. Gerek mikropolar, gerekse de mikro-
genlesen ve mikrogermeli ortam igin elde edilen
Eshelby tansorleri kullanilarak homojenlestirme
probleminin bu mikro teorilere genisletilmesi ve
boylece bu teorilerle modellenen malzemelerin
efektif modiillerinin bulunabilmesi beklenmek-
tedir.
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