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Ozet

Egri eksenli ¢ubuk titresimlerine ait genel denklemler, alti adet birinci dereceden lineer diferansiyel
denklemden olugsmaktadir. Denklemler eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi
etkilerini icermektedir. Baslangi¢ degerleri yontemi kullanilarak, ¢ubuk eksen egriliginin ve Kesitin
eksen boyunca degisimi, mesnetleme sartlari ve yiikleme durumu belirli olan her ¢cubuga uygulana-
bilecek genel bir ¢oziim elde edilebilmektedir. Elde edilen birinci dereceden degisken katsayili Ii-
neer diferansiyel denklem takimimin kesin ¢oziimii, sadece katsayiarin sabit olmasi durumunda
mevcuttur. Bu durum, sabit kesitli cember eksenli ¢ubugu ifade eder. Sabit egrilik yarigap: ve sabit
kesit alamina sahip ¢ubuk icin bilinen kesin ¢oziim yontemi, degisken egrilik yaricapt ve degisken
kesit alanmina sahip ¢ubuklarin diizlem igi titresim problemlerinin ¢oziimii i¢in de uygulanabilir. Sii-
rekli degisken kesitli, simetrik ve asimetrik geometriye sahip ¢ubuklar, sabit kesit alanina sahip
elemanlara ayrilarak ¢oziim yapilir. Eleman sayisi arttik¢a dogru sonuca olan yakinsama da art-
maktadir. Boylece eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal etme-
den yaklasik bir ¢oziim elde edilmektedir. Bu ¢oziim, ¢ubuk eksen egrisi, mesnetleme sartlari ve
yiikleme durumu belli olan herhangi bir ¢ubugun titresimlerini incelemede uygulanabilecek genel
bir ¢oziimdiir. Siirekli degisken kesite sahip ¢ember, parabol ve spiral eksenli ¢cubuklarin diizlem i¢i
serbest titresimleri, cember eksenli sabit kesitli cubuklarin serbest titresimlerini ifade eden denk-
lemlerin kesin ¢oziimii yardimiyla incelenmektedir. Literatiirde verilen drnekler ¢oziilmiis ve elde
edilen sonuclar tablolarla verilerek karsilastirilmistir. Elde edilen sonuclarin, literatiirdekilerle
uyumlu oldugu goriilmektedir.
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O. O. Yigit, E. Tiifekgi

Investigation of vibrations of circular
arches with varying cross-sections

Extended abstract

Arch elements are the most simple and the most
commonly used structures due to their important
applications in many industrial fields. In spite of the
fact that considerable amount of attention has been
devoted to the analysis of such elements in recent
years, there is very limited number of studies
available in the literature on the dynamic behavior
of arches of continuously varying curvature and
cross-sections. Most of works have been done within
the scope of Bernoulli-Euler beam theory. This
theory is recognized as adequate for common
engineering problems. However, Timoshenko beam
theory, which takes into account the rotatory inertia
and the shear effects, gives a better approximation
to the actual beam behavior for the arches having
large cross-sectional dimensions in comparison with
their span length and for arches in which higher
modes of vibration are required. The most important
effect on predicting the frequencies of the vibrations
of an arch is the axial deformation effect. Only a few
works have taken into account the foregoing effects.
Almost all of them use the numerical methods and
give approximate results.

Gutierrez et al. (1989) studied the in-plane vibration
of non-circular arches by using polynomial func-
tions and the Ritz method. The classical arch theory
was employed. Auciello and Rosa (1994) applied the
Euler-Bernoulli beam theory to investigate free dy-
namics of circular beams. The cross-section varia-
tions and different boundary conditions were con-
sidered. Liu and Wu (2001) applied the generalized
differential quadrature rule based on Kirchhoff as-
sumptions to solve in-plane free vibrations of circu-
lar arches with uniform, continuously varying and
stepped cross-sections. Karami and Malekzadeh
(2004) applied the differential quadrature method to
solve free vibrations of circular arches with variable
cross-sections by taking into account the effects of
axial extension and rotatory inertia.

The governing equations of vibrations of arches are
six simultaneous linear differential equations of the
first order. However, it is more difficult to find
general closed form solutions for the dynamic
response of arches with arbitrarily varying cross-
sections, since the governing equations of such
arches possess variable coefficients. When the axial

extension, shear deformation and rotatory inertia
effects are taken into account, the governing
equations of motion become very complicated.
Because of this complexity, most of the researchers
calculated the natural frequencies of vibrations of
arches, based on the classical theory in which the
foregoing effects are neglected. The exact solution of
the governing differential equations exists only for a
circular arch of wuniform cross-section. The
equations of motion, which take into account axial
extension, shear deformation and rotatory inertia
effects, have been solved exactly by Tufekci and
Arpaci (1998). The same procedure can be used to
obtain the solution for the arch with continuously
varying curvature and cross-section. The boundary
conditions may be arbitrary.

In this study, the exact solution for in-plane free vi-
bration of circular arches with continuously varying
curvature and cross-section is presented. As an ap-
proximation, such an arch is divided into a number
of stepped arches with constant curvature and cross-
sections. The cross-section of each element is deter-
mined by averaging the dimensions of upper and
lower bounds. The exact solution of free vibrations
for each stepped arch can be obtained by using ini-
tial value method. Then overall solution can be ex-
pressed in terms of the initial values by satisfying the
boundary conditions and the kinetic and kinematic
continuity conditions between adjacent arch ele-
ments. For a non-trivial solution, the determinant of
the matrix of coefficients must be zero. The solutions
are also performed for the classical arch theory,
which neglects all the aforementioned effects, and
for the theory, which takes into account only each
effect in order to emphasize their importance. As the
number of the stepped arches increase, the fast con-
vergence to the frequencies of the original arch is
observed. Five different boundary conditions are
also studied for different opening angles.

The examples in the literature solved and the results
of several methods, such as the finite element, the
Rayleigh-Ritz, the cell discretization and differential
guadrature methods are compared with the results
of this study. Solutions of circular, spiral and para-
bolic beams are studied in symmetric and asymmet-
ric geometry. The agreement among all these exam-
ples is generally good, even if there are some theo-
retical discrepancies to be pointed out.

Keywords: Curved beam, continuously varying
cross-section, free in-plane vibration.
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Giris

Egri eksenli ¢ubuklarin diizlem ici statik ve
dinamik davranisini inceleyen pek ¢ok calisma
olmasina ragmen, bunlarin ¢ogu egrilik yarigapi
ve kesit alan1 sabit cubuklari ele almaktadir.
Degisken kesitli ve degisken egrilige sahip
cubuklar oldukca az ¢alismaya konu olmustur.

Elastisite teorisi kullanilarak yapilan
arastirmalarda, problemi basitlestirmek icin
cubuk ekseni, ¢ubuk kesiti ve ¢ubuga etkiyen
dis kuvvetlerle ilgili varsayimlar ve kabuller
yapilmaktadir. Bdylece, sadece bazi 0Ozel
hallerde  uygulanabilecek  c¢oziimler elde
edilmektedir. Cubugun egri ecksenli olarak
secildigi, dinamik problemlerin biiyiik bir
kisminda bu tiir basitlestirmeler gormek
miimkiindiir. Calismalarda genellikle eksenel
uzama, kayma deformasyonu ve donme
eylemsizligi etkilerini hesaba katmayan Euler-
Bernoulli ¢ubuk teorisinin esas alindig1 goriiliir.
Boylece, esitlikler daha basit hale donilismekte,
ancak, elastisite teorisinin sonuglarindan ve
gercek cubuk davranisindan uzaklasilmaktadir.
Bunun yanisira, literatiirdeki c¢alismalarda,
teorinin getirdigi denklemlerin ¢6ziimiinde Ritz,
Galerkin ve sonlu eleman gibi yaklasik
yontemler kullanilarak sonuca ulagilmistir.
Ozellikle, sayisal yontemler ve bilgisayar
teknolojisinin gelismesiyle birlikte, yayginlagan
sonlu eleman yontemi, caligmalarin blyiik
boliimiinde uygulama alan1 bulmustur. Sadece
basit problemler s6z konusu oldugunda kesin
¢Ozlime basvurulmustur.

Gutierrez ve digerlerine (1989) ait olan calis-
mada, kesiti kademeli ve siirekli degisen, farkl
eksen egriliklerine sahip ¢ubuklarin titresimleri,
polinom fonksiyonlar segilerek Ritz yontemiyle
incelenmektedir. Calismada, eksen uzamasi,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkileri ihmal edilmistir. Auciello ve Rosa
(1994), cember eksenli ¢ubuklarin titresimlerini
Euler-Bernoulli teorisi yardimiyla incelemekte,
sonuglari diger yontemlerinkiyle karsilastirmak-
tadir. Calismada, kademeli ve siirekli degisken
kesitli gember eksenli ¢ubuklar incelenmektedir.
Liu ve Wu (2001), ¢ember eksenli gubuklarin
diizlemsel titresimlerini, genellestirilmis dife-

ransiyel kuadratiir yontemiyle (generalized dif-
ferential quadrature rule) incelemekte, eksenel
uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylem-
sizligi etkilerini ihmal etmektedir. Sabit kesitli,
siirekli degisken ve kademeli degisken kesitli
cubuklarin titresimlerini inceleyerek literatiirde-
ki diger yontemlerin sonuglariyla karsilagtirmis-
tir. Karami ve Malekzadeh (2004) de ayni geo-
metrilerin titresimini, diferansiyel kuadratiir
yontemini (differential quadrature rule) kullana-
rak incelemis, sonuglart Liu ve Wu (2001)’de
elde edilen sonuclarla karsilagtirmistir.

Egri eksenli gubuk statiginin ve dinamiginin ge-
nel denklemleri alti denklemden olusan bir li-
neer denklem takimidir. Denklemler, eksenel
uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylem-
sizligi etkilerini igermektedir. Baslangic deger-
leri yontemi kullanilarak, ¢ubuk eksen egriligi-
nin ve kesitin eksen boyunca degisimi, mesnet-
leme sartlar1 ve yiikleme durumu belirli olan her
cubuga uygulanabilecek genel bir ¢oziim elde
edilebilir. Elde edilen birinci dereceden degis-
ken katsayili lineer diferansiyel denklem taki-
minin kesin ¢oziimii, sadece katsayilarin sabit
olmasi durumunda mevcuttur. Bu durum, sabit
kesitli gember eksenli ¢gubugu ifade etmektedir.
Herhangi bir basitlestirici varsayim yapilmadan,
birinci dereceden sabit katsayili lineer diferansi-
yel denklem takiminin kesin ¢éziimii verilir. El-
de edilen bu ¢6ziim yontemi, dinamik davranig-
larin ¢6ziimiinde uygulanacak baska yontemle-
rin olusturulmasina olanak verir. Coziim yonte-
mi Tufekci ve Arpaci (1998)’da ayrintili olarak
ele alinmaktadir.

Ayni ¢6ziim yontemi, degisken egrilik yarigcapi
ve degisken kesit alanina sahip ¢ubuklarin
diizlem igi titresim problemlerinin ¢éziimii i¢in
de uygulanabilmektedir. Cubuk, sabit kesit
alanlarina sahip bolgelere ayrilarak her bolge,
egri eksenli gubugun diizlemindeki titresimlerini
veren ifadeler ve ¢oziim yolu kullanilarak
incelenebilir. Degisken egrilik yarigapina sahip
olan ¢ubuklarda, egrilik yarigaplari, bdlgenin
sahip oldugu ortalama yarigap alinarak
belirlenir, baslangi¢ degerleri yontemi kullanilir
ve sonuca ulagilir. Sabit egrilikli ve kesitli her
eleman i¢in kesin ¢éziim yontemi uygulanabilir.
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Cubugun sinir sartlart ve elemanlarin sinir
noktalarinda, kinetik ve kinematik sartlar
saglanmaktadir. Eleman sayis1 arttikgca dogru
sonuca olan yakinsama da artmaktadir.

Sonuglar, ankastre-ankastre, ankastre-sabit, sa-
bit-sabit, serbest-serbest ve ankastre-serbest ola-
rak bes farkli sinir kosulu ic¢in elde edilmekte,
literatiirde yapilan benzer sayisal 6rneklerle kar-
silastirmalar  yapilmaktadir. Eksenel uzama,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkilerini dahil eden ve etmeyen ¢oziimler ayri
ayr1 yapilmis, bunlarin sonuglar tizerindeki etki-
si incelenmistir.

Analiz

Egri eksenli cubugun kendi diizlemindeki titre-
simlerine ait denklemler, birinci dereceden de-
gisken katsayili lineer diferansiyel denklemler-
den olugmaktadir. Tiifek¢i ve Arpaci (1998)’da
verilen bu denklemler;

w_ Rp
dg EA
du RF
PP —+RQ,
¢ GA/k_
dQ R
b
= ' Vo )
dg El,
dMm |
—L=—RF ~Ru-Lw’Q,
dg
ﬁ=|:n—Rua)2w
dg
aF, =-F, —Ruw®u
d¢

seklindedir. Burada; u ve w normal ve tegetsel
yerdegistirmeler; ¢ [Ikiris agikligi, Qp binormal
eksen iizerindeki donme agisi, R sekil degistir-
memis cubugun eksen egrisinin egrilik yaricapi;
F. ve Fp normal ve tegetsel tekil i¢ kuvvetler;
Mp binormal eksen iizerindeki tekil i¢c moment
seklinde tanimlanabilir.

Denklem 1’den faydalanarak, “i” indisi gubugun
boliindiigi sabit kesit alanina sahip eleman nu-
marasini gostermek {iizere denklemler matris

seklinde ifade edildiginde;

dy,
a4 Ayi(4) @)

yazilabilir. Burada y(¢), 6 elemanli degiskenler
vektoriinii ifade etmek {izere, her eleman i¢in,

=

3)

=

Yi (¢) =

'I'IUZ{OC

oL

=

seklinde tanimlanabilir.

A(d), 6x6 elemanl katsayilar matrisidir. Elde
edilen A; katsayilar matrisi, eksenel uzama,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkilerinin gézoniine alinmas1 durumunda kulla-
nilan matristir. Etkiler ayr1 ayr ele alinarak da
¢coziim yapilip, dogal frekanslar1 elde edilebilir
(Tifekei ve Arpaci, 1998). A(¢) matrisinin ele-
manlar1 Denklem 4’deki sekilde tanimlanir.

0 1 0 0 RI/EA 0
1 0 i 0 0 Rk, /GA
0 0 0 R/El, O 0 (4)
A=l g 0 —Ru(l,/A)0* 0 0 “R,
Ry 0 0 0 0 1
. 0 _Riluia)2 0 0 -1 |
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A katsayilar matrisinin tiim elemanlarinin sabit
sayilar olmasi durumunda, denklem takiminin
kesin ¢oziimii;

Yi (¢|) = Yi (¢0i)
Yi (¢) = Y(¢, ¢|)yi0

olarak elde edilir. ¢y=0 olarak belirlenen diisey
dogrultu, sabit kesitli her kiris eleman1 i¢in refe-
rans dogrultusu olarak alinmaktadir. Burada,
yi(d)io), ¢i =bio koordinatindaki bilinen baglangig
degerleri vektoriidiir. €™ matematiksel olarak
ifade edilebilmektedir (Tifek¢i ve Arpaci,
1998). 6xn bilinmeyen, ¢ubugun sinir sartlari,
sabit kesitli her kiris elemaninin iki ucu i¢in ya-
zilan gecis sartlar1 yardimiyla elde edilir.

)

Sinir sartlar1 ve elemanlar arasindaki gegis sart-
larindan elde edilen 6xn denklem homojen denk-
lem takimi olusturdugundan, sistemin sifirdan
farkli tek bir ¢6zlimiiniin olmasi1 katsayilar mat-
risinin determinantinin sifira esit olmasi duru-
munda mevcuttur.

Kiris eleman i¢in kiris agis1 asagidaki sekilde
ifade edilir. i. kiris eleman igin;

hi<P=<4

Sabit mesnet, ankastre mesnet ve serbest ug i¢in
siir sartlart asagidaki gibidir.

Sabit mesnet:
W (#) =0, u(#) =0, M, (¢)=0
Ankastre mesnet:

W () =0, u () =0 vai(¢)=o

Serbest ug:
M, (9)=0, F (¢)=0, F, (¢)=0

Iki ug¢ nokta igin smir kosullarindan gelen 6 adet
esitlik mevcuttur.

Kirig elemanlarin smir bolgelerinde siireklilik
kosullarin1 saglayan ifadeler asagida verilmek-
tedir. Bu ifadeye gore, komsu ¢ubuk eleman-
larin sinir noktalarindaki biiyiikliikler birbir-
lerine esit olmak zorundadir.

Yi(=¢)=Y..(-¢)

e Yi (¢Oi) SRR Yia (¢O(i+l)) (6)
Komsu eclemanlara ait asal matrisler arasinda
asagidaki iligski bulunmaktadir.

Y(¢|+11 ¢|) = Y(¢|+1’ O)Y71(¢| ! O) (7)

Y(4,0) degeri hesaplanabilir. Egri eksenli bir
cubuk n adet elemana ayirilip, Denklem 5 her
eleman i¢in uygulanirsa, her elemana ait n adet
¢oziim elde edilir.Boylece, sinir ve siireklilik
sartlarindan gelen 6xn adet esitlik, matris for-
munda ifade edilir.

Denklem 8’de, X1 ve Xn, 3x6 boyutunda egri
eksenli ¢cubugun A ve B ucundaki sinir sartla-
rindan elde edilen matris; 01, 3x6 boyutunda ve
02, 6x6 Dboyutunda sifir matrisleridir.
Yo =Y;(4;) olarak tanimlanirlar. Elde edilen

6xn esitlik, homojen denklem takimi olusturduk-
larindan, Yo;i’nin sifirdan farkli ¢oziimleri ancak
katsayilar matrisinin determinantinin sifira esit
olmasi durumunda mevcuttur. Determinant ifa-
desi, @ ile simgelenen dogal frekansa bagli bir
ifadedir. Boylece dogal frekanslar elde edilir.
Ayni ¢oziim yolu diger kabuller i¢in de uygula-
nabilir

X1 01 01 01 01 Yor

eA1¢1 _eAz¢1 02 02 02 y02
02 et _gh: 0202 Yo | [o]
s s e . . B 6n><l (8)
02 02 02 gt _ghnths Yoy

L 01 01 01 01 Xn énx6n L an E
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(@)

Sekil 1. Lineer degisken kesitli cubuklar (a) simetrik, (b) asimetrik

Sayisal érnekler ve sonuglar

Yukarida verilen ¢dziim yontemi uygu lana-
rak, Sekil 1 (a)’da gosterilen lineer degisken
kesitli simetrik ¢cubuk, referans geometri ola-
rak ele alinmis ve bu ¢ubuga ait boyutsuz fre-
kans,

¢ = R’ ﬁ ©)
b

degerlerinin degisimi incelenmistir. Simetrik
ve asimetrik olarak iki farkli geometriye sahip
stirekli degisken kesitli cember eksenli gubuk-
lar (Sekil 1) incelenmektedir. Kesit alan1 dik-
dortgen olup, kesit genisligi egri boyunca sa-
bittir. Kesit yiiksekligi asagida verilen ifadele-
re bagh olarak degisir.

Sekil 1 (a) icin;

h(¢):ho(1_2n¢/¢n) ) _¢n/2S¢SO;
n)=hds2mglg), o<g<giz O
Sekil 1 (b) i¢in;

hg)=h+2n¢l4,) , -4, 12<4<4 12 (11)

Kiris acgis1 ¢,=30° ve n=0.1 olan geometriye
ait, ankastre-ankastre sinir sartinda, farkli
eleman sayilarinda, ¢ubugun ilk dogal frekans

degerleri elde edilmistir. Incelenen geomet-riye
ait Sekil 2’de verilen grafikte, yatay eksen, sabit
kesitli kirig elemanlarin sayisini, diisey eksen fre-
kans degerini gostermektedir.

2168

x 7162

ra
—
(=]

Boyutsuz frekal
M2 P2
R
o in
o a

2154
2152
215

0 0 4 ] 80 100 120 140
Eleman sayisi

Sekil 2. Ankastre-ankastre simetrik ¢ubugun bi-
rinci boyutsuz dogal frekans degerinin eleman
saysi ile degisimi

Cubuklar, Sekil 3’de gosterildigi gibi sabit kesitli
kiris elemanlara bolinmistiir. Her kiris elemana
ait egrilik yaricapr ve kesit degerleri, o elemanin
sahip oldugu en biiylik ve en kiiciik degerlerin
ortalamasi alinarak hesaplara dahil edilmistir. Bu
yontemle, dogal frekanslar1 hesaplanan ¢ubuklar,
ankastre-ankastre, sabit-sabit, sabit-ankastre, an-
kastre-serbest ve serbest-serbest olarak bes farkli
smir sart1 gézoniinde bulundurularak incelenmis-
lerdir.

Simetrik ve asimetrik degisken kesitli egri eksenli
gubuklar igin literatiirde yapilan galismalardaki
orneklere benzer olarak ¢gember, spiral ve parabol
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Sekil 3. Sabit kesitli kiris elemant
ile modellenen asimetrik cubuk

eksenli gubuklar iizerinde ¢alisilmis, elde edi-
len sonuglar karsilagtirilmistir. Karsilastir-
malarda ¢ubuklar 70 elemana boliinerek ince-
lenmistir. Analiz 7=0.1 degerleri i¢in, ¢ =
10° 20° 30° ve 40° olmak iizere dort farkli
kiris acisinda ve bes farkli sinir kosulunda
gerceklestirilmistir.

Yapilan calismalarda, dikdortgen kesitli gu-
buklar gézoniine alinmaktadir. Sekil 1(a)’da
gosterilen simetrik siirekli degisken kesite sa-
hip egri eksenli gubukta, hy ve h; sirasiyla gu-
buga ait en biiyiik ve en kiiglik yiikseklik de-
gerlerini gosterirken, Sekil 1(b)’de gdsterilen
asimetrik siirekli degisken kesite sahip egri
eksenli gubukta, hg ve h; gubugun iki ug nok-

tasina ait, en kiiciik ve en biiyiik ytlikseklik deger-
lerini vermektedir. Kesit genisligi b sabittir ve
eksen boyunca degismez. i’ninci elemana ait olan
kesit alan1 ve binormal eksene gore alan eylem-
sizlik momentleri asagidaki gibi tanimlanir.

A =bh, I,, =bh3/12 (12)
Simetrik ve asimetrik ¢ember eksenli ¢ubuga ait
sonuglar, ankastre-ankastre (AA), sabit-sabit
(SS), sabit-ankastre (SA), ankastre-serbest (Asr),
serbest-serbest (SrSr) siir sartlart i¢in. Tablo
1’de verilmektedir. Kolon (1) eksenel uzama,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etki-
lerini igeren; (2), tiim bu etkileri ihmal eden; (3),
sadece kayma deformasyonu etkisini igeren; (4),
sadece donme eylemsizligi etkisini igeren; (5) ise
sadece eksenel uzama etkisini igeren ¢Ozimiin
sonuclarii vermektedir.

Auciello ve Rosa (1994) degisken kesitli ¢ember
eksenli simetrik ¢ubuklarin titresimlerini Rayleigh-
Ritz (RR) ve hiicre ayriklagtirma (cell discretiza-
tion method-CDM) yontemleri yardimiyla ince-
lemistir. Geometri, Denklem 10°da verilen esitlik

Tablo 1. Simetrik siirekli degisken kesitli cubugun dogal frekanslar (c=oR*(W/Elp)™?)

Simetrik ¢ember eksenli ¢ubuk

Asimetrik ¢ember eksenli gubuk

Agl ) 2 (©) ) (©) @ 2 (©) (4) ®)
10 431.10 223755 887.33 1693.54 812.81 443.09 2493.40 903.37 1793.89 897.51
AA 20 162.94 557.23 361.30 51220 206.64 172.83 620.95 376.88 560.07 229.43
30 89.21 246.08 193.64 236.77 98.70 9522 27422 206.31 261.45 108.10
40 62.26  137.19 118.23 13427 6493 65.67 152.88 127.75 148.84 69.45
10 285.57 1431.60 828.99 111947 360.79 302.77 1595.96 857.03 1189.34 400.37
ss 20 94.00 355.84 290.98 330.82 99.99 100.71 396.69 312.01 362.50 108.92
30 58.66 156.64 141.81 15154 59.84 61.13 17462 15471 167.55 62.76
40 49,51 86.94 82.01 85.36 49.93 50.42 96.92 90.22 94.71  50.99
10 363.85 1822.21 858.94 1403.78 576.24 385.23 2051.10 880.47 1511.44 658.99
SA 20 128.95 45348 327.33 41940 14959 140.77 510.48 346.34 464.50 169.56
30 7258 200.02 168.24 193.02 76.56 78.49 22520 182.10 21563 84.35
40 5449 111.33 100.24 109.14 5556 57.43 12537 109.98 122.36 59.03
10 100.37 112.80 10296 108.79 11279 97.14 110.21 100.25 105.37 110.21
ASr 20 27.34 28.25 27.58 2799 2825 26.64 2761  26.92 2729 2761
30 12.41 1260 12.46 1254 1260 1211 1231 1217 1225 1231
40 7.06 7.12 7.07 7.10 7.12 6.89 6.96 6.91 6.93 6.96
10 548.00 813.59 638.04 60558 809.67 577.59 91259 68258 643.79 887.95
SrSr 20 175.60 202.72 188.59 185.15 202.48 191.23 227.40 207.99 203.36 227.05
30 83.46 89.61 86.67 85.94 89.52 92112 100.53 96.43 95.42 100.40
40 47.99 50.03  49.09 48.87 49.99 53.30 56.13 54.81 5450 56.07
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g6zoniine alinarak olusturulmustur. Tablo
2’de, ankastre-ankastre ve sabit-sabit sinir ko-
sullarina sahip simetrik degisken kesitli gubuk
icin, iki yonteme de ait sonuglara yer veril-
mektedir. Mevcut ¢alismadaki etkilerin ihmal
edilmesi durumunda elde edilen frekans de-
gerleri (Tablo 2, kolon (2)) ile literatiirdeki
sonuglar oldukca yakindir.

Tablo 2. Simetrik kiris icin elde edilen boyut-
suz frekans degerleri (c=aR*(/Elp)*™?)

genellestirilmis  diferansiyel kuadratiir yontemi
(generalized quadrature method-DQM) kullanila-
rak elde etmistir. Ankastre-ankastre, sabit-sabit ve
ankastre-serbest senir kosullarinda farkl kiris agi-
larinda hesaplamalar yapilmistir. Mevcut ¢alisma-
daki etkilerin ihmal edilmesi durumunda elde edi-
len frekans degerleri ile referans galismalarda elde
edilen sonuglar olduk¢a uyumludur.

Tablo 3. Liu ,Wu (2001) ve Karami, Malekzadeh
(2004) 'de simetrik kiris icin elde edilen frekans
degerlerinin mevcut ¢alisma ile karsilastiriimasi

(c=aR*(U/EI,)"?)

h(#) =h,A-2n¢/¢) —¢,/2<¢<0,
h(#)=h,A+2n¢/¢) O=<¢=g¢ /2
Bu ¢alisma Auciello, Rosa (1994)
Agt 1) 2 R-R CDM
10 43110 223755  2034.00 2138.30
AA 20 16294  557.23 506.54 532.59
30 89.21 246.08 223.70 235.26
40  62.26 137.19 124.73 131.20
10 28557 1431.60 1299.00 1354.40
sS 20  94.00 355.84 322.86 336.70
30 58.66 156.64 142.15 148.25
40 4951 86.94 78.89 82.31

Liu ve Wu (2001) ve Karami ve Malekzadeh
(2004), simetrik geometriye sahip ¢ubuklari-
nilk dogal frekans degerlerini genellestirilmis
diferansiyel kuadratiir yontemini (generalized
quadrature method-DQM) kullanilarak elde
etmistir. #=0.1 i¢in elde edilen frekans deger-
leri, Tablo 3’de bu calismadaki sonuglarla
karsilagtirmali olarak verilmektedir.

Asimetrik degisken kesitli ¢ubuk (Sekil 1-b)
icin de benzer hesaplamalar yapilmis, sonug-
lar literatiirde yapilan calismalarla karsilagti-
rilmastir.

Auciello ve Rosa (1994), degisken kesitli
cember eksenli asimetrik ¢ubuklarin titresim-
lerini de simetrik geometriye benzer sekilde,
Rayleigh-Ritz (R-R) ve hiicre ayriklastirma
(cell discretization method-CDM) yontemleri
yardimiyla incelemistir. Tablo 4’de, ankastre-
ankastre ve sabit-sabit sinir kosullarina sahip
asimetrik degisken kesitli ¢ubuk i¢in, iki yon-
teme de ait sonuglara yer verilmektedir

Liu ve Wu (2001) ve Karami ve Malekzadeh
(2004) asimetrik geometriye sahip, degisken
kesitli cubuklarin ilk dogal frekans degerlerini

h(¢) =1+7r—2n¢ —¢,12<¢=<0,
h($) =1—n+2n¢ O0<g¢g=<g¢g,/2
Karami, Ma-
Bu ¢alisma Liu ,Wu lek.(2004)
Ac1 1) (2) (2001)
10 433.27 2146.61 2149.75 2149.80
20 161.36 534.67 535.45 535.45
AA 30 88.05 236.17 236.51 236.52
40 61.68 131.72  131.90 131.91
50 50.84 83.39 83.50 83.51
SS 10 273.08 1355.27 1357.21 1357.20
20 89.70 336.91 337.38 337.89
30 57.35 148.34 148.54 148.55
40  49.23 82.36 82.47 82.47
50 46.46 51.84 51.90 51.91

Tablo 4. Auciello ve Rosa (1994) 'da asimetrik kiris
icin elde edilen frekans degerlerinin mevcut ¢alis-

ma ile karsilastirilmast (c=wR*(W/El,)

12
)

h(®) =h,A—27%/4,)

Auciello, Rosa

Bu calisma (1994)
Ag1 (1) (2) R-R CDM
10 419.29  2039.34 1999.90 2000.50
20 155.11 512.17 498.33 499.44
AA 30 85.17 228.07 220.06 220.56
40 60.29 128.20 122.70 122.97
50 50.08 81.79 7763 7781
60 45.21 56.48 53.17 53.30
10 269.54  1304.61 1286.50 1287.80
20 88.98 327.02 319.09 320.11
sS 30 57.07 14516 141.05 140.92
40 48.97 81.24 78.07 78.22
50 46.11 5153 49.12 49.22
60 34.16 3534 3343 33.48
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Sekil 1(a)’daki egri eksenli simetrik gubugun Egrilik yarigap1 spiral igin,

Stirekli degisken kesite sahip egri eksenli cubuklarin titresimlerinin incelenmesi

eksen egrisinin spiral ve parabol olmasi du-
rumlarinda frekans degerleri incelenmistir.

Gutierrez ve digerlerine (1989) ait ¢alismada
kullanilan, kiris geometrisine ait formulasyon
kullanilmigtir. @ agcis1, herhangi bir noktada

R=——
Cosg

egriye ¢izilen normal dogrultudaki vektoriin,

referans dogrultusu ile yaptigi agiy1 ifade eder R

(Sekil 4).

Sekil 4. Spiral ve parabol eksenli ki-

riste geometrik biiyiikliikler

RO

seklinde tanimlanir.

Parabol i¢in,

- Cos’¢

(13)

(14)

Yukarida verilen yontemle elde edilen frekans de-
gerleri, Tablo 5’de, referans ¢alisma ile karsilasti-

rilmaktadir.

En yiiksek hata orani,

ankastre-

ankastre mesnet sart1 i¢in ger¢eklesmektedir. Sabit-
ankastre mesnet sartinda sonuglar olduk¢a uyum-

ludur.

Tablo 5. Gutierrez ve digerlerine (1989) ait calismada spiral ve parabol eksenli ¢cubuk igin elde edi-
len frekans degerlerinin mevcut calisma ile karsilastiriimast (c=(pAoJElp)"? oR* &)

Simetrik spiral eksenli cubuk

Asimetrik spiral eksenli gubuk

A¢1 (1) (2) Gutierrez vd.(1989) (1) (2) Gutierrez vd.(1989)
10 16.14  65.23 61.81 1547 61.37 60.79
AA 20 2190 64.49 61.10 20.75 60.67 60.13
30 26.99 63.28 59.93 25.80 59.50 58.99
40 35.39 61.59 58.31 3436 57.89 57.55
10 9.12 41.18 39.47 8.92 39.27 39.09
sS 20 12.27 40.64 38.08 12.04 38.74 38.57
30 19.54 39.75 36.08 19.33 37.88 37.73
40 31.37 38.52 36.88 31.05 36.69 36.55
10 1255 52.27 52.00 11.86 49.01 48.74
SA 20 16.49 51.64 51.45 1551 4841 48.16
30 22.24 50.59 50.43 21.36 47.40 47.15
40 32.16 49.15 49.07 31.37 46.02 45.86
Simetrik parabol eksenli gubuk Asimetrik parabol eksenli ¢ubuk
Aq1 D (2) Gutierrez vd.(1989) (D) 2 Gutierrez vd.(1989)
10 16.08 64.90 6149 1541 61.06 60.53
AA 20 2154 63.19 59.86 20.40 59.43 59.05
30 26.13 60.39 57.18 24.99 56.76 56.49
40 33.93 53.53 3298 53.14 52.91
10 9.082 40.98 39.27 8.88 39.07 38.88
sS 20 12.09 39.83 38.15 11.87 37.95 37.73
30 19.13 37.95 36.33 18.92 36.14 36.00
40 3046 3541 33.87 30.13 33.68 33.46
10 1251 52.01 51.76 11.81 48.76 48.49
SA 20 16.22 50.59 50.43 15.26 4741 47.15
30 21.64 48.27 48.16 20.79 4521 45.07
40 30.99 45.12 45.07 30.25 42.22 42.14
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Sonuglar

Calismada, sabit egrilik yarigap1 ve sabit kesit
alanina sahip ¢ubuk ic¢in elde edilen kesin ¢o-
zim yontemi, degisken egrilik yaricap1 ve de-
gisken kesit alanina sahip ¢ubuklarin diizlem igi
titresim problemlerinin ¢oziimi i¢in uygulan-
mugtir. Stirekli degisken kesitli, simetrik ve asi-
metrik geometriye sahip g¢ubuklar, sabit kesit
alanina sahip elemanlara ayrilarak ¢oziim Yya-
pilmis, eleman sayisi arttikca dogru sonuca olan
yakinsamanin da arttigi goriilmiistiir. Boylece,
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme
eylemsizligi etkilerini ihmal etmeden, degisken
egrilik yarigap1 ve degisken kesit alanina sahip
cubuklar i¢in, yaklasik bir ¢oziim elde edilmek-
tedir. Bu ¢6ziim, ¢ubuk eksen egrisi, kesit degi-
simi, mesnet sartlar1 ve yiikkleme durumu belli
olan herhangi bir ¢ubugun titresimlerini incele-
mede uygulanabilecek genel bir ¢éziimdiir.

Cember eksenli, simetrik ve asimetrik ¢ubuklar
icin bes farklt mesnet tipinde incelemeler ya-
pilmis, dort farkli kirig agist i¢in ¢ubugun ilk
dogal frekans degerleri hesaplanmigtir. Ankast-
re-serbest ve serbest-serbest disindaki mesnet
tiplerinde kiiciik kiris agilarinda eksenel uzama
etkisinin baskin oldugu goriilmektedir. Degis-
ken egrilik yaricapma sahip g¢ubuklara Ornek
olarak, spiral ve parabol eksenli gubuklar ince-
lenmis, literatiirdeki benzer ornekler ¢oziilerek
sonuglar karsilastirilmistir. Literatiirdeki sonug-
larla bu calismada etkilerin ihmal edildigi du-
rumda elde edilen sonuglar olduk¢a uyumludur.
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