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Ozet

Zamanda harmonik dalgalarin ters sa¢ilma problemi radar, sonar, tahribatsiz degerlendirme, geO-
fizik, bbi goriintiileme gibi uygulamalar i¢in temel oneme sahiptir. Temel olarak, bu uygulamalar-
da bilinmeyen cisimden sag¢ilan dalganin ayrik noktalarda élgiilmesiyle elde edilen veri kullanzlarak
Sacicimin sekil, konum, elektromagnetik parametreleri gibi ozellikleri bulunur. Bu ¢alismada, diiz-
lemsel bir dalga ile aydinlatilmis rastgele kesitli silindirik miikemmel iletken bir cisimden sagilan
alanlarin uzak alan olgiimlerinden gseklinin bulunmast yeni bir yontem olan ikinci dereceden
Newton metoduyla ilk kez bu ¢alismada incelenmistir. Bu yontem Newton iterasyonu ve dekompO-
zisyon methodunun daha gelismis bir seklidir. Buradaki iteratif yontemin ana fikri Huygen prensi-
bini kullanmaktir yani sagilan alani tek tabakali bir potansiyelle ifade etmektir. Sagicinin alinan bir
yvaklasikligr icin bu Tikhonov regiilarizasyonuyla ¢éziilebilen birinci dereceden ill-posed bir integ-
ral denklem elde edilir. Daha sonra, ikinci dereceden Taylor agilimiyla miikemmel iletken sinir ko-
sulu saglanacak sekilde cismin sekli degistirilir. Iterasyon yonteminde bu iki adim belirlenmis bir
durma kosulu saglanana kadar devam ettirilir. Bu yontemin temel avantajlari her bir iterasyonda
diiz probleminin ¢oziimiintin gerekmemesi ve birinci dereceden Newton yontemine gore arzulanan
bir dogruluga ulasmak icin daha az iterasyon gerektirmesidir. Onerilen yontem yakin alan ve sinirli
alan élgiimlerinin sagilan alan olarak kullanilmasi durumuna kolayca gelistirilebilir.

Anahtar Kelimeler: Newton iterasyonu, ters sa¢iima, integral denklemler.
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A second order Newton method for
reconstruction of perfectly electric
conducting objects

Extended abstract

Inverse scattering problems for time harmonic
waves are of fundamental importance in applica-
tions such as radar and sonar, nondestructive eval-
uation, geophysical exploration, medical imaging
and others. In principle, in these applications the
wave scattered by an unknown object is measured at
a number of discrete locations and information such
as shape parameters, location parameters and elec-
tromagnetic parameters of the scatterer are extract-
ed from these data.

In this study, a new second order Newton method for
reconstructing the shape of a arbitrary cylindrical
perfectly electrical conducting (PEC) scatterer from
the measured far-field pattern for scattering of time
harmonic plane waves is presented the first time in
this thesis. This method extends a hybrid between
regularized Newton iterations and decomposition
methods. The main idea of our iterative method is to
use Huygen’s principle, i.e., represent the scattered
field as a single-layer potential. Given an approxi-
mation for the boundary of the scatterer, this leads
to an ill-posed integral equation of the first kind that
is solved via Tikhonov regularization. Then, in a se-
cond order Taylor expansion, the PEC boundary
condition is employed to update the boundary ap-
proximation. In an iterative procedure, these two
steps are alternated until some stopping criterium is
satisfied. Main advantages of method is that method
does not need forward solver in each iteration step
and needs less iteration than first order Newton
method in order to obtain desired accuracy. Alt-
hough there are a few results available on the con-
vergence of regularized Newton iterations for in-
verse obstacle scattering problems, this issue is not
satisfactorily resolved. Despite the progress made
with this espect, so far it has not been clarified
whether the general results on the solution of ill-
posed nonlinear equations in a Hilbert space setting
are applicable to inverse obstacle scattering or, in
general, to inverse boundary value problems in the
frame work of solving the operator equation. This
remark also implies to the convergence results of
researches on the second order method with respect
to its applicability for the inverse obstacle scattering
problem. The more problem oriented approaches for
a convergence analysis suffers from the restrictive

assumption of a non vanishing normal derivative of
the total field on the boundary oD in the case of
exact data. Furthermore, in the analysis for noisy
data, convergence for the noise level tending to zero,
as usual, requires a stopping rule and with this par-
ticular rule the method has not yet been numerically
implemented.

These comments also apply to the case of the first
order method of Kress and Serranho. At present only
convergence results in the spirit of Potthast are
available in literature. Therefore, we view it as legit-
imate to present our second order variant of this ap-
proach without a detailed convergence analysis and
confine ourselves to some heuristic considerations.
Of course, as in all of the iterative methods for the
inverse obstacle scattering problem, the ill-
posedness corrupts the high order convergence.
Here, the ill-posedness enters through the integral
equation of the first kind leading to inevitable errors
occurring in its regularized solution. It is to be ex-
pected that a convergence analysis with respect to
the noise level can be carried out analogous to the
first order method. We refrain from working out the
details since the result would be of a qualitative
character only and would not lead to the possibility
for a quantitative comparison on the convergence
for the first and second order method. However,
from the better convergence order for the exact data
case one might expect some advantages in the nu-
merical performance. Indeed, our numerical exam-
ples in the next section illustrate an improvement in
the quality of the reconstructions and the speed of
convergence connected with an increase in the sta-
bility with respect to noisy data. Proposed Newton
reconstruction methods can be extended for recon-
struction of perfectly electric conducting (PEC) ob-
jects located on known domain by using the funda-
mental solution of Helmholtz equation on known
domain and its far field pattern and using the inci-
dent field as field in the absence of the PEC object.
Fundamental solution of Helmoltz equation on
known domain and Field in the absence of the PEC
object are well known direct scattering problem.
Proposed method can be easily extended for limited
angular and near field measurements of scattered
fields. Proposed method is described in detail and
illustrated its feasibility through examples with exact
and noisy data.

Keywords: Newton method, inverse scattering, inte-
gral equations.
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Ikinci derece Newton yontemi

Giris

Zamanda harmonik dalgalarin ters sagilma prob-
lemi radar, sonar, tahribatsiz test ve tibbi goriin-
tilleme gibi uygulamalara sahiptir. Temel ola-
rak, bu uygulamalarda bilinmeyen cisimden sa-
cilan dalga ayrik bir¢ok noktada OSlgiilerek bu
datadan cismin sekil, konum, elektromagnetik
parametreleri gibi parametreleri ¢ikartilir. Ters
sacilma problemleri akustik, elastik ve elektro-
magnetik dalgalarin yayilimimi dalga denkle-
miyle modeller. Bu ise ters sagilma problemle-
rini non-lineer olarak modellenmesini gerektirir.

Bu calismada, miikemmel iletken cisimlerin
uzak alan olgtimleriyle seklinin bulunmasini ye-
ni gelistirdigimiz ikinci derece Newton yonte-
miyle incelemekteyiz.

Bu yontem regulize edilmis Newton iterasyonu
ve dekompozisyon metodu arasinda bulunan ve
Kress ve Serranho’nun makalelerinde incelen-
mis (Kress, 2003; Kress ve Serranho, 2005;
Kress ve Serranho, 2007; Serranho, 2006; Ser-
ranho 2007) olan hibrid metodun daha gelismis
halidir. Problemin geometrisi sekil 1’de veril-
mistir. Bu yontemin temel avantaji her bir ite-
rasyon adiminda diiz problemin ¢6ziimiine ge-
rek duymamasidir. Zamana bagimhlik e ' farz
edilmis ve ¢alisma boyunca ¢ikarilmistir.

Sekil 1. Problemin geometrisi

Smirsiz bir uzayda verilen D < R? cisminin
diizgiin sinir1 D olsun. Gelen alan u' oldugun-

da, diiz sagilma problemi u=u'+u® olarak ve-
rilen toplam alan1 bulmaktan ibaret olup

Au+k’u=0, inR*/D (1)

Helmoltz denklemini ve cismin ylizeyinde

u=0 ondD 2

PEC kosulunu saglar. Sagilan alan

r—o0

|Im\/_(——lkuj 0, r=|x (3)

ile verilen Sommerfeld radyasyon kosulunu
homojen olarak tiim dogrultular i¢in saglar. Bu
kosul ise sa¢ilan alanin

m{ o J} Ko

formunda olmasini gerektirir. Burada u_, uzak
alan paterni olup birim daire Q {izerinde tanim-
lanmistir. Bu ¢alismada ilgilendigimiz ters sa-
cilma problemi bir veya bircok diizlem dalga
aydinlatmasi i¢in verilen sagilan alanin uzak
alan u_ bilgisinden cismin seklinin bulunmasi-

u*(x) =

dir. Burada formiile edecegimiz ters sagilma
problemi sagilan alan verisinin cismin sekline
stirekli bagimli olmamasi sebebiyle kotii tanim-
lidir. Bu kotli tanimlilik Tikhonov regiilarizas-
yonuyla diizeltilir.

Bu algoritma sacilan alanin segilen ilk tahmini
yiizey I'; lizerinde Green formiiliiyle

i coU
us(x)=—— [ = (y)H® (k|x - y})ds(y),
(X) 4;[av(y) O (k|x— y|)ds(y)
xeR?*\T,

seklinde ifadesiyle baslayip bu ifadenin uzak
alan paterni

N izl4 a_u iy
u, (%)= N j -, (e ds(y), ©
XeQ
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seklinde verilir. Burada H{(), 0. dereceden
birinci cins Hankel fonksiyonunu gostermekte
olup v ise disariya dogru olan birim vektordiir.
(6) ifadesini olgiilen uzak alan patterni U_ i¢in
bir veri denklemi olarak gorebiliriz. 6D simiri-
nin bir yaklasikligi i¢in, (6) denklemini bilin-
meyen ¢:=-ou/ov akisi i¢in ¢ozeriz. Daha
sonra (5) ifadesini kullanarak ilk segilen yakla-
sik yiizey iizerindeki sagilan alani ve toplam
alan1 buluruz. Bu alan1 yiizey normali dogrultu-
sunda tiirevleri igeren ikinci derece Taylor seri-
sine acip (2) ile verilen sinir kosulunda yerine
koyarsak aradigimiz ylizey icin yeni bir yakla-
siklik bulunur. Bu iterasyon onceden belirlen-
mis bir kriter saglanincaya kadar devam ettirilir.

Ikinci derece Newton yontemi

Smir1 dD ile belirlenmis cisim u' =e™* for-
mundaki propagasyon dogrultusu d € Q olan
diizlem dalga ile aydinlatilmistir. Buradaki
problemimiz sagilan alanin uzak alan 6l¢iimleri
olan u_ (X), X € Q den cismin sinirini1 bulmaktir.
Burada cismin smirin1 bulmak i¢in sectigimiz
ilk tahmini sirt T, olsun. k?®’nin T, ’m iginin
negatif Laplasyeninin Dirichet 6zdegeri olma-
mas! kosulu ile sacilan alan I';” disinda tek ta-

bakal1 bir potansiyel olarak

u* (0 =5 [ p(HE (Klx - yDds(y).
I, (7)
x e R*\T,

ifade edilebilir. Bu ifadenin uzak alani ise

irl4

e .
—|kx.yd — S ’
N j p(y)e " ¥ds(y) =u,, (X) o

XeQ

seklinde olup bu ifade bilinmeyen ¢ igin birinci
dereceden bir integral denklemdir. Bu integral
denklemin ¢ekirdeginin analitik olmas1 sebebiy-
le koti tammlidir. Fakat S : L*(T,) — L*(Q)

seklinde tanimlanan operator

izl4

(S.0)0) == oly)e 1 ds(y), o

XeQ
bire-bir ve yogun oldugundan (8) ile verilen in-

tegral denklemin Tikhonov regiilarizasyonlu
stabil bir ¢6ziimii (8) denklemini

ap, +S.S, o, =S.u, (10)

ile degistirerek bulunabilir. Burada « pozitif bir
regiilarizasyon parametresi olup S’ ise S_ ’un
adjoint operatorii olup

—izl4

®— [u,(R)e"ds(%)

(S.0)(X):= N

XxeQ

(11)

ile verilir. Cismi bulma algoritmasini daha acik
ifade etmek i¢in I'j stnirmi parametrik olarak

T, ={z,(t):te[0,27)} (12)
seklinde gosterelim. Burada z,:R —>R?* 27

periyodik bir fonksiyondur. (2) ile verilen sinir
kosulunun saglandig1 yeri bulmak i¢in toplan
alan1 T ’1n normal dogrultusunda ikinci derece-

ye kadar Taylor serisine agariz. Boylece,

I, = {z,(0) = 2, () + h(t)v, (1) :t e[0.27)}  (13)

formunda bir yeni yaklasim buluruz. Burada v,,
I, yiizeyinde disa dogru birim normal vector
olup h:R — R ‘ye yeterince kii¢iik 27 periyo-
dik bir fonksiyondur. (12) parametrik gosterili-
mi ile normal vektor

v = DO

, 14
2, (0) 14

ile ifade edilebilir. Burada a=(a;,a,)olmak

lizere a* = (a,,a,) olarak tanimlanmigtir. Daha
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sonra update fonksiyonu h ’y1 bulmak i¢in ikin-
ci derece Taylor formiilii

o%u

Uoz, + uozh+ ~oz,h* =0 (15)

olarak ifade edilir. (10) denkleminden tek taba-
kali potansiyel ¢ bulunduktan sonra I, yiizeyi

tizerinde uve ou/ov, degerleri tek tabakali po-

tansiyele iliskin sigrama bagintilart ile (Kress ve
Colton, 1998)

U =u' () +— j(p(yw & (kx—y)ds(y)

(16)
xel,

ou o’ i oHg? (k|x-y))

— ()= ()+ [ o(y) —————ds(y)

8VO aVO 4 oD avo (X) (17)
—% o(x), xeT,

ikinci dereceden tiirevi &%u/ov; ise toplam ala-

nin segilen ilk yiizeyin disinda Helmholtz denk-
lemini saglamasi gercegini kullanarak

2 ’ "
Zvl: 0z, =—KUoz, + 20;240 6(uaotzo)
25|
1 9%(uoz,) zgvg QU (18)
, 0
|ZO| o’ |ZO|2

olarak ifade edilebilir (Serranho 2006; Serranho
2007; Kress vd., 2009). Hettlich ve Rundell’in
(Hettlich ve Rundell, 2001) ve daha sonra Hal-
ley (Halley, 1694)’in ¢alismalar1 (15) ile verilen
lineer olmayan denklemin ¢éziimiinii tahmin ve
diizeltme seklinde iki adimda ¢ozmeyi Onerir.
Tahmin adiminda 6ncelikle

Uoz, +8 oZ,h, =0 (19)

denklemi ¢oziiliir. (19) denkleminin ¢dziimiiniin
U ’nun normal tiirevinin sifir civarlarinda hassas

olmas1 sebebiyle (19) denklemi en kiiciik kare-
ler yontemiyle daha stabil bir sekilde ¢oziiliir.

Bu amagla, hy(t)

J
hy(t) = a, + 3 {8, cos(jt) +a,., sin(jt)}  (20)
j=1

seklinde J adet trigonometrik polinomun top-
lam1 seklinde ifade edilir. Daha sonra (19) denk-
lemini en az kareler anlaminda saglatarak (20)
denklemindeki bilinmeyen a,,a,,...,a,; Katsa-
yilari [0,27[) araligindaki t,t,,..t, ayriklastir-
ma noktalarinda verilen

i 2

n=1

u(z,(t,)) +

Xt (tn)‘

J
+ﬂ1{a§ 3 @ +a§+j>}
i1

(21)

ifadesini minimum yapan a,,a,,...,a,, Katsayi-
lar1 bulunur. Burada g, >0 regularizasyon pa-
rametresi olup p € N dir.

h, bulunduktan sonra diizeltme adiminda ise

_U020h+£a_u

0 0

Uoz,+ hh, =0 (22)

denklemi yine en kiiciik kareler anlaminda ¢o-
ziliir. Bunun igin

hm:m+i®pmmpmmgmm}(m)
j=1

seklinde ifade edilir ve buradaki b katsayilar
(Kress vd., 2009)

2
N

2,

+ﬂz{b: L3 +b§+,>}
=

au 16%
Z ,(t ) +—=——
0 |:aV (n)) 28\/2

(Zot )y (tn)}h(tn)

(24)
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ifadesini minimum yapacak sekilde bulunur. Bu-
rada S, > 0 bir regularizasyon parametresidir.

Sayisal uygulamalar

Biitlin uygulamalarda N=50 adet esit aralikl ay-
riklastirma noktas1 kullanilmistir. Sacilan alan
datasi [0,27) araliginda birim daire iizerinde
esit araliklt 50 noktada elde edilmistir. Inverse
crime’1 Onlemek icin sentetik sacilan alan datasi
tek tabakali ve c¢ift tabakali potansiyellerin
kombinasyonu seklinde elde edilen integral
denklemin Nystrom metoduyla 100 noktada ay-
riklastirilmasinin ¢éziimiinden elde edilir. Dalga
sayist Kk =1se¢ilmistir. En kiiglik kareler yon-
temi icin regiilarizasyon parametresi
B, =p,=10" segilmistir. Sobolev norm para-
metresi ise p = 3se¢ilmistir. (10) denkleminde-
ki Tikhonov regiilarizasyon parametresini ise

discrepancy prensibi kullanilarak bulunmustur.
Soyle ki

S, (ad +528.)*Su, —u,

2 =0 (25)

olarak ifade edilirse, 6 =107 giiriiltiisiiz data
icin 5 =10"* ise giiriiltiilii data i¢in kullanilmis-
tir. Iterasyonu durdurmak igin

res, =|A(T,)—Uu,| . (26)
seklinde bir rezidii tanimlanir. Iterasyon

res, ; <107%|u,| . (27)
veya

res,, —res, , [ <107 (28)

kosulu saglandiginda durdurulur. Birinci ve
Ikinci derece Newton iterasyonlari i¢in her bir
iterasyon adiminin saat frekans1 1800MHz olan
bir bilgisayar icin sirasiyla 1.7083s ve 1.7147s
siirdiigli gozlenmistir.

[lk olarak ¢am fistig1 seklinde, parametrik olarak

D= {\/cos2 t+0.25sin’ t (cost,sint):te [0,27;)} (29)

verilen bir cismin bulunmasini inceleyelim. Ge-
lis acis1 d = (—1,0) olarak secilmistir. iterasyon,
yarigap1 1.5 olan bir daire ile baslatilmistir.

Tablo 1’de birinci ve ikinci derece Newton icin
rezidiilerin degisimi verilmigtir. Trigonometrik
polinom derecesi J =6 olarak se¢ilmistir. Ger-
¢cek cisim ve birinci ve ikinci derece Newton
iterasyonuyla elde edilen cisimler Sekil 2’de
gosterilmistir.

Tablo 1. Iterasyonla ¢cam fistigi seklindeki
cismin d = (=1,0) i¢in rezidii degigimi

Iterasyon Birinci derece Ikinci derece

Newton Newton
0 5.9390 5.9390
1 1.5877 0.8427
2 0.3325 0.0074
3 0.0391
1 — Cisim
os 1. derece Mewton
- — 2. derece Mewton
05 |

_—

04} \\
ozt \'u

Xy [mM]

0zt /{,
0.4t /

06

A8 -1 0.5 i 05 1 14
xy [m]

Sekil 2. Cam fistigi seklinde cismin bulunmasi

Ikinci &rnek olarak parametrik denklemi

oD = {cost +0.65c0st —0.65, 1.5sint

tefo.27)) (30)

olarak verilen bir cismin bulunmasini inceleye-
lim. Diizlem dalganin gelis agis1 d = (—1,0) ola-
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rak secilmistir. Iterasyon yarigap1 1.5 olan bir
daire ile baslatilmistir. Birinci ve ikinci derece
Newton i¢in rezidiilerin degisimi Tablo 2°de ve-
rilmistir.

Tablo 2. lterasyonla cismin d = (=1,0) icin re-
zidii degisimi

Iterasyon Birinci derece Ikinci derece

Newton Newton
0 5.2744 5.2744
1 0.9737 1.1716
2 0.2100 0.0487
3 0.1247
4 0.1158

Trigonometrik polinom derecesi J =9 olarak
secilmistir. Gergek cisim ve birinci ve ikinci de-
rece Newton iterasyonuyla elde edilen cisimler
Sekil 3’te gosterilmistir.

5 — Cisim
1. derece Mewton
157 .~ — 2. derece Mewton
"%.\%
1|
aq_\.
.
g, ;}
05 f
'F'i//f/
aF "/{-"
#F__d_.-'
_1_5.
%4 15 1 25 i 05 1 15
iy ]

Sekil 3. Cismin bulunmasi

Yontemin bilinen uzaylardaki cisimler
icin genisletilmesi

Bu calismada oOnerilen ikinci derece Newton
yontemi bilinen herhangi bir uzaya yerlestiril-
mis mikemmel iletken bir cismin bulunmasi
icin kolayca genisletilebilir. Bu durumda Hel-
moltz denklemin temel ¢6ziimii y noktasina yer-
lestirilmis olan kaynagin X noktasinda olustur-
dugu alan olup ¢(x,y) ile ifade edilmektedir.

Bu ise literatiirde bulunan ve 1yi bilinen diiz sa-
¢ilma probleminin ¢oziimiidir. Ayrica bu du-
rumda gelen alan ifadesi de bulunmasi istenen
cismin mevcut olmadiginda ortamda bulunan
toplam alan seklinde degistirilmelidir. Bu ise
yine ayni sekilde iyi bilinen diiz sagilma prob-
leminin ¢6ziimiiyle elde edilebilir.

Yontemin ¢coklu aydinlatma durumu
icin genisletilmesi

Bu calismada verilen ikinci derece Newton yon-
temiyle miikemmel iletken cisimlerin seklinin
bulunmasi yontemi agik bir sekilde cismin bir-
cok yonden aydinlatilmasi durumuna genisleti-
lebilir. Bu durumda, cisim her biri farkli ilerle-
me yOniine sahip diizlemsel dalgalarla aydinlati-
lip her bir aydinlatma durumunda sagilan alan
birim daire Q iizerinde elde edilir. Bu durumda
her bir aydinlatma i¢in tek tabakali potansiyel

S_e™)(R) =u(R),

(S..o™")(X) =u." (X) (31)
n=12,...L

seklinde ifade edilir. Burada @™ ve u" sirasty-

la n. aydinlatmada elde edilen tek tabakali po-
tansiyel ve uzak alan verisini gostermektedir.
[k tahmin edilen yiizeydeki tek tabakali potan-
siyel her bir aydinlatma i¢in

e (X)=(cd +S.S.)"S.ul", xel,,
n=12,.L (32

seklinde ifade edilir. Burada L aydinlatma i¢in
kullanilan toplam diizlem dalga sayist ve

ul”(x), n. aydmlatmaya iliskin sacilan alan
olup

u ()= [ (NP(x, y)ds(y), xeT,,
: (33)

n=12..L

olarak ifade edilir. ilk secilen yiizeydeki toplam
alan ve tiirevi

u(x)=u”(x)+u™(x), xel,,
n=12,...L
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Burada u(™ (x) =e"™" ilerleme dogrultusu d,

olan n. aydimlatmaya iliskin ifadedir. Ilk secilen
ylizeydeki toplam alanin normal dogrultudaki
tirevi

(n) Q) )
ou™ (x) _ aug (X)+5U. (x)1 xeT,

ov o oV (35)
n=12,...L
olarak yazilabilir. Bu ise
(n) _
A0 [0 () 2D ) i,
vo; v(X) (36)
xel,, n=12..L
olarak ifade edilebilir. Bu ifadeler
(n)
0™ (x)+h) M (x| =0,
v r (37)
xel,, n=12,..L
(n) 2,.(n)
U 69+ h() 25— () I h* (0 - () -0
xel,, n=12,.L (38)

0

denklemleri ve (18) ifadesi kullanilarak (38)
denklemi ¢oziiliir ve yeni yiizey (13) ifadesi kul-
lanilarak bulunur.

Sonuclar

Elde edilen sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

e Istenen bir rezidii i¢in ikinci derece Newton
yontemi klasik birinci derece Newton yon-
temine gore daha az iterasyon gerektirmek-
tedir. Dolayisiyla seklinin bulunmasi istenen
cismi daha kisa stirede bulmaktadir.

e Burada verilen yontem sagilan alanin yakin
alan Ol¢limlerinin kullanilmasi1 ve sagilan
alanin sinirh bir bolgede dl¢iilmesi durumu-
na kolayca genisletilebilir.
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