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Ozet

Oransal yaklastirim yontemlerinin, tek veya ¢ok degiskenli fonksiyonlardaki dogrusal olmama durum-
larimin veya tekilliklerin iistesinden gelmede kullanilan en etkin ve olusturulmast en kolay yaklastirim
yontemleri oldugu séylenebilir. Bu yontemler, ¢ok degiskenli, dogrusal oteleme altinda degismeyen
sistemlerdeki (ing: Multidimensional Linear Shift Invariant-LSI recursive systems) model indirgeme
uygulamalarinda, ¢ok diizeyli birlestiricilerdeki (ing: multiplexer models) paket kayip olasiliklarinin
hesaplanmasinda ve ti¢ boyutlu sekilleri yeniden olusturmada (ing: shape reconstruction) kullanilir-
lar. Bu ¢calismada, ¢ok degiskenli, yeni bir oransal yaklastirum yontemi gelistirilmis, yontemin ozellik-
leri, giiniimiizde oransal yaklagtirim ydntemlerinin en basinda gelen Padé yaklagtirim ydntemi ile
karsilagtirmalar yaparak tartisilmistir. Burada sunulan oransal yaklastirim ¢izemi, YBMG 'nde (Yiik-
sek Boyutlu Model Gésterilimi) yapilan kesmelere dayanir. YBMG, analitik yapist bilinen ¢ok degis-
kenli fonksiyonlar: daha az degisken iceren bir takim fonKsiyonlarin toplami olarak yaklastirmaya
dayanan ve son 15 yilda gelistirilen bir yaklastirim yontemidir. Calismada, yaklagtirimin niteligini
arttirmak amact ile yontemin yapisina bir takim esneklikler katilmigtir. YBMG, asil fonksiyon yerine
fonksiyonun birinci derece doniigiim altindaki gériintiisiine uygulanmistir. Bu da bize yaklastirima
fazladan esneklik katabilme olanagini vermistir. YBMG araciligi ile elde edilen bu yeni yaklastirim
yonteminin fiziksel problemlerdeki davranisint gozlemlemek amaci ile, yontem dogrusal ételeme al-
tinda degismeyen, ¢ok degiskenli sistemlere (LSI) uygulanmigtir. Bunun disinda, tek degiskenli bir ya-
pay fonksiyon érnegi de, yontemin tek degiskenli fonksiyonlardaki etkinligini incelemek i¢in verilmig-
tir. Sonuclar, tek veya ¢ok degiskenli bir fonksiyonu Padé oransal yaklastirim yontemine gore daha
genis bir aralikta yaklastirabildigimizi gostermektedir.
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Construction of new rational
approximants based on transformational
high dimensional model representation
and their applications on LSI systems

Extended abstract

There are plenty of methods to approximate a multi-
variate function arising from different concepts.
Some of them are based on the truncation of infinite
series like Taylor series or orthogonal expansions.
These do not explicitly reflect the singularities of the
function to be approximated. One of the infinite se-
ries explicitly showing singularities is the Laurent
series, which include finite or infinite simple frac-
tions to represent polar singularities. Since any ra-
tional function can be uniquely represented by a
Laurent series, it is common practice to use rational
approximants for approximating the functions to
explicitly reflect all polar singularities.

Padé approximants are perhaps the most frequently
used ones in this category. Functions having strong
singularities like branch points or essential singu-
larities need special attention and can be approxi-
mated by using more specific techniques. Rational
approximation techniques are perhaps the leading
and easiest ones used to handle nonlinearities or
singularities in the approximation of univariate or
multivariate functions in science and engineering.
They can be used in model-reduction of multidimen-
sional Linear Shift Invariant (LSI) recursive systems,
computing packet loss probabilities in multiplexer
models, and shape reconstruction.

In this work, we construct a new multivariate ra-
tional approximation method and discuss its ad-
vantages and disadvantages by comparing with the
Padeé technique, which is at the moment the leading
rational approximation technique. The rational ap-
proximation scheme proposed here is formulated by
using HDMR (High Dimensional Model Representa-
tion) truncations. HDMR has been developed in the
last 15 years to approximate multivariate functions
by a sum of less variate functions. Here, we insert
certain flexibilities into the approximation, in order
to improve its quality. The most general class of this
type of HDMR is called “Transformational High
Dimensional Model Representation” (THDMR). In
THDMR, the image of the original multivariate
function is approximated by a sum of less variate
functions. The coefficients of the transformation are
considered as optimization parameters, which make
the error of the method as small as possible. In this
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work, a first degree polynomial structure is used as
THDMR'’s operator and the coefficients of this first
degree transformation are assumed to be varying
with independent variables. This is for giving flexi-
bilities to the transformation and fixing them to ap-
proximate the HDMR expansion optimally. Although
THDMR has a more general structure than we used
here, we chose to work with the first degree polyno-
mial structure for unique invertibility. Once an ap-
proximation for this first order polynomial structure
constructed by HDMR method, the approximation
for the original function can be obtained by invert-
ing the polynomial structure. The rational structure
of the method comes from this special choice of
THDMR operator.

The univariate and bivariate results are quite im-
pressive and imply that we can approximate a multi-
variate function over a quite larger interval when
compared with the Padé method. This is caused by
the fact that these two methods involve different
strategies of extracting information from the origi-
nal function. In THDMR method, the integral of the
original function is computed over a specified inter-
val to extract information from it, while Padé ap-
proximation method uses the derivatives of the func-
tion in a specific point. So THDMR method approx-
imates the function more uniformly compared with
Padé approximation technique which exhibits a lo-
cal character. Moreover, the quality of the approxi-
mation can be improved by changing the integration
intervals in THDMR.

An important defect of the rational approximation
techniques is that they can produce some poles over
the focused interval, although the original function
has no singularity over the same interval at all. The
singularity problem exists also in THDMR method.
However, in THDMR, in order to obtain the rational
approximant, certain integrals are needed to be
computed and the location of the possible poles of
the approximant can be altered by changing the in-
terval of the integration. This facility of changing the
locations of the poles with the integration interval
makes the method attractive and efficient. In order
to see the behavior of the method on physical prob-
lems, we have applied it on LSI systems to reduce
the system. The transfer function of the LSI system
has been approximated by THDMR and Padé meth-
ods. The results show that, the newly developed
THDMR method can be used on LSI systems with
high level approximation quality.

Keywords: High dimensional model representation,
rational approximation, multivariate analysis.



Doniistimsel yiiksek boyutlu model gosterilimi tabanl yeni oransal yaklastiranlar olusturumu

Giris

Matematiksel fonksiyonlari ¢esitli programlama
dillerini veya betikleri kullanarak bilgisayar ara-
ciligr ile hesaplamanin yolu, bu fonksiyonlari
carpma/bolme ve/veya toplama/gikarma islem-
leri iceren yapilarda, olabiliyorsa kesin olarak,
olamiyorsa yaklasik olarak ifade etmektir. Tlgi-
lenilen fonksiyon eger bir ¢okterimli (ing: poly-
nomial) ise, fonksiyonun kendisi dogrudan bu
dort islemle belirlenebilir. Fakat fonksiyon bir
cokterimli degilse; 6rnegin trigonometrik, iistel
veya logaritmik bir fonksiyon ise, kullanilan be-
tik veya programlama dili fonksiyonu dort is-
lemle hesaplanacak bir yapi ile yaklastirip, bu
yaklagim ile sonug iiretecektir. Literatiirde, agik
yapist verilen bir fonksiyonu yaklastirmak icin
kullanilan olduk¢a fazla sayida yontem vardir.
Olusturulmasinin ve kullaniminin oldukga basit
olmas1 nedeni ile en fazla yeglenen yontemler,
Taylor serisi gibi veya dik ¢okterimlilerin dog-
rusal birlesimlerinden olusan sonsuz serilerden
kesmeler ile elde edilen yaklastirim yontemleri-
dir. Bu tiir ¢okterimli yapisina dayanan yaklasti-
rim yontemleri, asil fonksiyonun yapisinda bu-
lunabilecek tekillikleri ve fonksiyonun sonsuz-
daki davranigini temsil etme konusunda yeterin-
ce etkin degillerdir. Ayrica egriligi yiiksek olan
fonksiyonlarda da egriligin gokterimlilerle yak-
lastirima yansitilmast oldukga gii¢ olmaktadir.
Asil fonksiyon i¢in olusturulan sonsuz seri tiple-
rinden biri olan Laurent serileri, bagimsiz de-
giskenin eksi kuvvetlerini de igerdiginden,
fonksiyonun paydadaki sifirlanmalardan kay-
naklanabilecek tekilliklerini ve sonsuzdaki dav-
ranigini temsil etmede diger seri yontemlere go-
re daha etkindir (Powell, 1996).

Iki ¢okterimlinin orani seklinde olusturulan
fonksiyonlara oransal fonksiyon dendigi bilin-
mektedir. Her oransal fonksiyon, bir Laurent
serisi araciligi ile tek tiirlii belirlenebilir. Dola-
yistyla, fonksiyondaki tekillikleri yaklastirima
yansitmanin bir yolu, fonksiyonu oransal bir
fonksiyon ile yaklastirmaktir. Literatiirde en
fazla kullanilan oransal yaklastirim yontemi,
Padé oransal yaklastirridir (Baker, 2006). On-
celikle tek degiskenli fonksiyonlar icin genel
yapist olusturulan yontem, sonralar1 ¢ok degis-
kenli fonksiyonlar i¢in genellestirilmistir. Padé
oransal yaklastirimi, asil fonksiyonun Taylor
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acilimima dayanan bir yontem oldugundan, yak-
lagtirnmin niteligi fonksiyonu seriye agtigimiz
nokta ile dogrudan ilintilidir. A¢ilimin yapildigi
nokta degistirildik¢e yaklastirirmin yakinsama
aralig1 da buna bagl olarak degisecektir, fakat
Taylor acilimmin noktasal yapisindan Otiirt,
Padé yaklastirimi da noktasal bir yakinsama tab-
losu ¢izecektir.

Analitik yapisini bildigimiz ¢ok degiskenli bir
fonksiyonu dort islem ile temsil etmeye yarayan
yaklastirim yontemlerinin disinda, bu ¢alismada
fonksiyonu daha az degisken igeren bir takim
bagka fonksiyonlarin toplami olarak yaklastir-
maya yarayan Yiiksek Boyutlu Model Gosteri-
lim (YBMG) yontemi iizerinde durulmustur. Bu
yontem, degisken sayisi fazla olan fonksiyonla-
rin, eger fonksiyon icerdigi degiskenlere gore
toplamsala yakin bir yapiya sahipse bir sabit
fonksiyon, bu yeterli olmuyorsa tek degiskenli
fonksiyonlar ile bu sabit fonksiyonun toplamin-
dan olusan bir fonksiyon ile yaklastirilmasina
dayanir. Uygulamalarda en fazla iki degiskenli
fonksiyonlarin toplami yaklastirima eklenmistir.
Bunun nedeni, yaklastiranlarin olusturulmasiin
integral alma gerekliliginin bulunmasi, bu isle-
min de yontemin maliyetini ¢ok arttirmasidir.
Yaklastirnrmda nerede durulmasi gerektigi konu-
sunda gerekli bilgi, asil fonksiyonun boyunun
(ing: norm) yaklastirrmin boyuna orani ile elde
edilen bir takim Olgenler aracilig ile elde edilir.
llgili dlgen, istenilen duyarlilikta 1'e yakin ise
yaklastirimin 1yi oldugu soylenebilir. Yaklastiri-
min niteligini 6lgmek i¢in kullanilan 6lgenler,
asil fonksiyona dogrudan baghdirlar. Dolayis1y-
la fonksiyona YBMG yontemi ile bir yaklasti-
rim elde edilmek istendiginde, bu Olcenleri
kontrol etmek ya da baska bir deyisle iyilestir-
mek miimkiin olmamaktadir.

Doniistimsel Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi
(DYBMG) yontemi, fonksiyonun kendisine degil
uygun bir doniisiim altindaki goriintiisiine
YBMG aciliminin uygulanmasina dayanmakta-
dir. Bu yapisi ile yaklastirimin niteligini arttirma
gliciine sahiptir. Doniistim i¢in kullanilacak kat-
sayilar, eniyileme (ing: optimization) parametre-
leri olarak devreye girerek, yaklastirimin niteligini
belirleyecek Olgenleri 1’e yakin olacak sekilde
enbiiyiilklemeye (ing: maximization) vyararlar.
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Bu islem de yaklastirima biiyiik bir esneklik ge-
tirmis olur. Bu ¢alismada, yukarida so6zii gecen
doniisiim 1. dereceden doniisiim olarak alinmus,
bu secimle de asil fonksiyon i¢in elde edilen
yaklagtiran, dik taban fonksiyonlarinin dogrusal
birlesimlerinin orani olarak elde edilmistir.

DYBMG ile oransal yaklastiran
olusturulmasi

f(X,...,Xy) cok degiskenli bir fonksiyon ol-
sun. 7, f fonksiyonu iizerinde tanimlanmis bir
doniisiim, ¢ ’de bu doniisiimiin fonksiyona uy-
gulanmasi ile olusan yeni fonksiyon olmak tizere,

T F (X X)) =0(Xe e Xy)

Ao(Xp ey Xy ) Fa(X, e X ) F X Xy), (D)
esitligindeki donilisiimiin katsayilar1 a. ve au,
cok degiskenli fonksiyonlar olarak tanimlanmis-
lardir. Bu sekilde olusturulan ¢ fonksiyonunun

YBMG agilimi agagidaki sekildedir (Sobol, 1993):

Z ?ij, (Xi1 ' X, )

ip,ip=1
ip<I,

@(Xiv---’XN):(/’o"‘Z(Di(Xi)"'

ot O (X Xy):

)

Burada, ¢, sabit fonksiyon, ¢ (x;)’ler tek de-
giskenli fonksiyonlar, ¢,; (X, ,X )’ ler iki degis-
kenli fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar “YBMG
bilesenleri” olarak adlandirilirlar.

@ fonksiyonunu YBMG ac¢ilimindaki sabit bile-

sen, * g ile yaklagtiralim.

p=a,+a,f~q. 3)
(3) esitliginin  sag yanindaki yaklastirimda,
f fonksiyonunu yalniz birakirsak,

foPR (4)
a:

oransal yaklastirnm bagintisin1 elde ederiz. (2)

esitligindeki YBMG agiliminda, (3) ile verilen

sabit yaklastirnmin kullanilmast ile elde edilecek
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hatanin bir 6lgiitii olan degismezlik (sabitlik) ol-
ceni, boylarmn (ing: norm) orani cinsinden asagi-
daki sekilde verilir (Yaman ve Demiralp, 2004):

()

0:

Burada boy, karesi integre edilebilen, ¢cok degis-
kenli fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzayin-
dan herhangi bir g fonksiyonu igin asagidaki se-
kilde, bir i¢ garpim aracilig1 ile tanimlanmaktadir.

o] =(g.9) = [ d 7 Wg?. ©)
vV

V ve W asagidaki bagmtilarla verilmektedir:

7/:[ai’bl]x"'x[aN’bN]’ (7
w =TT, (4) =TT/, - a). ®)

(2) esitligindeki farkli YBMG bilesenleri (6)’da
verilen i¢ ¢arpim kuralina gore birbirlerine dik-

tirler.  Yani, ((pil,,,ik,(ph__jl)zo,1sk,IsN,
{iy-i

i }#{J--J} esitligini saglarlar (Tunga
ve Demiralp, 2005).

(5) esitligindeki degismezlik dlgeni, O ile 1 ara-
sinda deger alir (Yaman ve Demiralp, 2004) ve
a ve a: fonksiyonlarina baglidir. (4)’deki yak-
lastirimin niteligini arttirmak igin, (5) ile verilen
0,1 enbiiylikleyecek (ing: maximization) (1’e
yakin olacak sekilde) a. ve a: fonksiyonlariin
secilmesi gerekmektedir. Bu amagla, bu fonksi-
yonlarin N degiskenli fonksiyonlar, dolayisiyla
N boyutlu bir Hilbert uzayinda olduklarini g6z
Oniline alalim ve onlar1 Hilbert uzayindaki ¢ok
degiskenli taban fonksiyonlar1 cinsinden yaza-
lim.

Hilbert uzayinda, cok degiskenli, birbirlerine
dik, birim boylu (ing: unit norm), taban fonksi-
yonlariin olusturdugu,

o0

U= {U, (% X)) ©)
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kiimesini goz Oniine alalim. Diklik, i¢ ¢carpim ¢ fonksiyonunun sabit YBMG bileseni olan

iizerinden, asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

(ui,uj):jd%Nuiujzé]j. (10)
%

Burada, &, Kronecker Delta fonksiyonunu tem-
sil etmektedir.

(9)'daki taban fonksiyonlarindan olusan kiime
sonsuz elemanhdir fakat uygulamada kolaylik
olmasi agisindan sonlu eleman ile ¢alismak ye-
rinde olacaktir. Bu amagla N degiskenli fonk-
siyonlarin olusturdugu Hilbert uzaymin kendisi-
ni degil, sonlu bir alt kiimesini ele alalim ve
(1)’Deki a. ve a: fonksiyonlarini (9) esitligin-
deki taban fonksiyonlarini1 kullanarak olustura-
Iim. Yaklastinma esneklik katmasi amaci ile de
Hilbert uzaymim m ve n boyutlu iki farkli alt
kiimesi ile ¢alisalim.

(%) = 2 Al (k). (4D
300 %) = LA k). (12

Bu esitlikteki a{” ve a{’ler sabit, dogrusal bir-

lesim katsayilar1 olup, yaklastinmdaki hatay1
enkiigiikleyecek (ing: minimization) sekilde se-
cileceklerdir. Hatanin enkiigiiklenmesi, aslinda,
(5)’deki degismezlik dlgeninin 1’e yakin olacak
sekilde enbiiyiiklenmesi (ing: maximization)
anlamina gelmektedir. Esitlik (11)’de ilk taban
fonksiyonunun yani, u,’in dogrusal birlesime

alinmama nedeni, beklenen ama yararsiz olan
bir ¢ézlimiin asil kullanilacak olan yani yararl
¢coziimii gdlgelemesinden kaginmaktir.

(5)°deki o,’1 belirlemek amaci ile, sirasiyla ¢

ve ¢, fonksiyonlarmi, a, ve a.’in yukaridaki

esitliklerini kullanarak elde edelim. (11) ve (12)
esitliklerini (1)’de yerine yazalim.

n

Saiy,

k=1

w(xl,---,xN)=ia§°>uj+( ]f. (13)
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¢, 1 elde etmek amaci ile (13) esitliginin her iki
yaninin W agirhigr altinda ve X,..., X, degis-

kenlerinin tiimii iizerinde N katli integralini
hesaplayalim (Demiralp, 2003). ¢, bir i¢ car-
pim araciligi ile,

T

@, =a a, (14)

seklinde elde edilir. Yukaridaki esitlikteki a ve
o vektorleri asagidaki sekilde tanimlanmustir:

a:(agm,--.,ag:na;”,--.,ag”)T, (15)
a:(aéo);--,arf?), fl),---,a,gl))T. (16)
o vektoriiniin elemanlari,

a}o):(uj,h), 2<j<m, (17)
a® =(u,, f), 1<k<n. (18)

esitlikleri ile verilir. Bu esitliklerde kullanilan i¢
carpim, (6)’daki sekilde tanimlanmustir. (17)
esitligindeki h fonksiyonu da her x. degiskeni

a.b

rini alan sabit bir fonksiyondur.

igin tanimlanan [a;,b;] araliklari boyunca 1 dege-

(5) esitliginin payindaki terimi elde etmek icin
(14)’deki ¢, 1in boy karesini hesaplayalim. ¢,

sabit bir fonksiyon oldugu i¢in boyunun karesi,
fonksiyonun karesine esit olacaktir.

||¢)0||2 =a'ao'a. (19)

@ fonksiyonunun boy karesi de (13) esitligi ve
(6)’daki norm tanimini kullanarak hesaplanirsa,
ol =" Aa, (20)

seklinde elde edilir. A matrisi asagidaki blok
matris aracilig ile verilebilir:
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M

N (21)

I
ol 1)
Burada, 1 (m-1) boyutlu birim matris olup, M

ve N matrislerinin elemanlar1 asagidaki esitlik-
lerle verilmektedir.

Iy =(U;,u), 2<jk<m,

M, =(u;, fu,), 2<j<m1<k<n,
Njk:(uj,fzuk), 1<j,k<n. (22)
(21) esitligindeki A matrisi, asil fonksiyon f,

(9)’daki taban fonksiyonlarindan olusan dogru-
sal birlesimlerin oran1 olmadig siirece art1 ta-
nimhidir (ing: positive definite) (Yaman, 2008).

Simdi (19) ve (20) esitliklerini (5)’de yerine ya-
zalim ve sabitlik 6l¢eni o1 kuvadratik formla-
rin orani seklinde elde edelim.
2

_a'aa'a

~ a'Aa

ol )

0, 1n bu ifadesi, Rayleigh oranimin en biiyiik

degerini, yapisindaki c¢ekirdek matrisin en bii-
yiik 6zdegerinde alacagi gercegini akilda tuta-
rak, 1’e yakin olacak sekilde enbiiyiiklenirse
a vektort,
a=Aa, (24)
seklinde elde edilir. a vektoriiniin (15) esitligine
bakilacak olursa, bu vektoriin elemanlarinin
(4)’de verilen oransal yaklastirimdaki a. ve a
fonksiyonlarmin (11)-(12)’de verilen dogrusal
birlesim ifadelerindeki sabit katsayilar oldugu
goriiliir. Dolayisiyla a vektoriiniin (24) esitligi
ile verilen degeri kullanilarak (11)-(12)’deki a.
ve a. fonksiyonlar1 ve (14)’deki ¢, fonksiyonu

hesaplanirsa, (4)’deki oransal yaklastirim asagi-
daki sekilde elde edilir:

- a' A (a-Pu)

T AYI-P)u (25)
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Burada, u elemanlar1 (9)’daki ¢ok degiskenli
taban fonksiyonlart olan bir vektdr, P ’de
(m+n—1) boyutlu izdiisim matrisidir. U vekto-

P matrisinin a¢ik yapilar, e
(m+n-1) boyutlu, i. birim kartezyen vektor
olmak iizere, asagidaki esitliklerle verilebilir.

runin ve

u=(u2,-~,um,u1,...,un)T, (26)
m-1

P=>ee'. (27)
i=1

Tek degiskenli fonksiyon uygulamalar:
(25) ile elde edilen oransal yaklastiranin, tek
degiskenli fonksiyonlarda davranisini goézlem-
lemek i¢in (26)’daki taban fonksiyonlarini,
[a,b] aralhiginda, W =1/(b—a) agirhg altinda

dik, birim boylu, tek degiskenli cokterimliler
olarak segelim. sin(x) fonksiyonu igin bu se-
cimle olusturulan (25) oransal yaklastirani
(DYBMG yaklastirant) ve Padé oransal yaklas-
tiran1 (Baker, 2006) icin sonuglar Sekil 1’de ve-
rilmektedir.

1.2
1.0
0.8
Y
0.6 //
0.4 /
027 /
0.0 ¥ 1 ‘ ‘ ‘ ‘ o
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
X
— fx)
Pade
DYBMG

Sekil 1. [0,1] Araliginda elde edilen DYBMG ve
Padeé yaklastiranlar

Sekil 1’de ¢izimi verilen DYBMG yaklastirani
[0,1] araliginda, W =1 agirligi altinda elde

edilmistir. DYBMG ¢alisma araligim [0,1]°den

[0,7]’ye genisletirsek, yeni elde edilen
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DYBMG yaklastirani, Sekil 2°’den de gézlemle-
digi gibi asil fonksiyonu ¢ok daha iyi temsil et-
mektedir.

12
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027 / \
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Sekil 2. [0, 7] Araliginda elde edilen DYBMG ve
Padeé yaklastiranlari

Bu sonu¢, DYBMG yo6nteminde kullanilan in-
tegrallerin araliklarinin sonugta elde edilen
oransal yaklastiran ile dogrudan ilintili oldugu-
nu, hatta bu integrallerin yaklastirimi iyilestirme
giiciine sahip oldugunu gostermektedir.

Sekil 1 ve Sekil 2’de oransal yaklastiranlarin
davranislari [0, 7] arahgnda incelenmistir. Da-
ha genis araliktaki yaklastirim elde etmek i¢in
DYBMG caligma araligini [O,E]’den [0,5]’6

genisletelim. Bu yeni aralik i¢in elde edilen ¢i-
zimler Sekil 3’te verilmektedir.

— fx)
Pade
DYBMG

Sekil 3. [0,5] Araliginda elde edilen DYBMG ve
Padeé yaklastiranlar
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Sekil 3’ten goriilecegi gibi, yaklastirim araligi
biiyiidiiglinde DYBMG yonteminin Padé yon-
temine gore istiinliigii daha agik bir sekilde goz-

lenmektedir. Padé yontemi [0,107[] araliginda

sadece [0,72'/ 2] arasinda asil fonksiyonla ortii-

stirken, DYBMG yontemiyle elde edilen yaklas-
tiran, fonksiyona [O, 3/ 2] araliginda oldukga

1yi bir yaklagim sunmaktadir.

Cok degiskenli, dogrusal oteleme
altinda degismeyen sistemlerde
DYBMG oransal yaklastirim

uygulamalari

Cok degiskenli sistemler, bilgisayar destekli
tomografi, goriintli isleme, sismoloji, sonar ve
radar uygulamalar1 gibi pek ¢ok alanda karsimi-
za ¢ikmaktadir. Ornegin goriintii islemede, pa-
razitler goriintiilerden filtrelenmektedir. Bu filt-
releme islemi i¢in olusturulan sistem, bir veri
iletisini (ing: message) bilgisayar tarafindan an-
lasilacak bir yapiya doniistiirecektir. Fakat olus-
turulan sistemler genellikle, ¢ok sayida islem
icermektedirler. Sistemlerin olusturulmasinda
karsilagilan hesaplama karmasikligi, model in-
dirgeme yontemleri ile azaltilmaya ¢aligilmistir.
Cok degiskenli oransal bir iletim fonksiyonu ile
temsil edilen sistem literatiirde genellikle Padé
ve benzeri oransal yaklastirim yontemleriyle
indirgenmistir.

Cok degiskenli, 6teleme altinda degismeyen sis-
temin oransal iletim fonksiyonu agagidaki sekil-
de verilir (Abouir ve Cuyt, 2007):

Az, 2,)

H(z,z,)= B(z.2,)"

(28)

Bu oransal iletim fonksiyonu i¢in uygun bir
oransal yaklastirim {iretmeden 6nce bazi nokta-
larin altinz1 ¢izmek onemlidir. Burada, iizerinde
durulmast gereken en Onemli nokta kararlilik
sorunudur. Eger sistem kararli degilse, icerisin-
de hesaplama sonucu ortaya ¢ikmig parazitler
bulunan bir girdi, ¢iktida sonsuz biiylimelere yol
acacaktir. H iletim fonksiyonunun kararliligi,
paydasi B 'nin sifirlarma dogrudan baghdir. ile-
tim fonksiyonuna oransal bir yaklastiran olustu-
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rurken yaklastirim fonksiyonunun da kararl ol-
mast saglanmalidir. Yaklastirim fonksiyonunun
kararlilig1 da bu fonksiyonun paydasi ile ilintili
olacaktir. Sistemin kararli olabilmesi igin
(28)’deki payda fonksiyonu B 'nin sifirlariin
karmasik diizlemde, birim ¢ember iginde kalma-
st gerekmektedir (Cuyt, Ogawa ve Verdonk,
1992).

Simdi asagidaki iletim fonksiyonunu ele alalim
ve bu fonksiyon i¢in sirasi ile DYBMG ve Padé
oransal yaklastiranlarini olusturalim.

1
H(z,z,)=———.

B(z,2,) )

Islemlerde kolaylik saglamasi acisindan asagi-
daki degisken doniisiimiinii kullanalim.

1, 1=12.

Z_ J—
W

(30)

(29)’daki B(z,,z,) fonksiyonu asagidaki sekil-
de verilmektedir.

B(z,2,)=B(w,w,)=@1-0.1w, —0.1w, —-0.1w,w,)

x(1-0.15w, —0.15w, —0.2w,w, )

x(1-0.2w, —0.2w, — 0.4w,w, ) (31)

Bu iletim fonksiyonunun boyu, z =e" ve
z,=€", —r<t,t, <7z olmak iizere Sekil 4’te
verilmektedir.

Sekil 4. Iletim fonksiyonunun boyu

54

(29)’daki iletim fonksiyonu ile tanimlanan sis-
tem kararli bir sistemdir. Yani, baska bir deyisle
(31) esitligi ile verilen payda fonksiyonun kok-
leri birim ¢ember igerisinde kalmaktadir (Cuyt
vd., 1992). Payda fonksiyonunun kokleri asagi-
daki sekildedir.

_a +ce

1-be™ (32

z,=¢€", . k=123.

2

Bu koklerin gizimleri Sekil 5 ve Sekil 6’da ve-
rilmektedir.

-0.8 -0.6 -0.4 -0.202 1 02 04 06 08

04 7
0.6 T
08 7

Sekil 5. Iletim fonksiyonunun paydasinin
z, Kokii

Im(z2)

— k=1
k=2
k=3

Sekil 6. Iletim fonksiyonunun paydasinin
Z, kokleri

Simdi (29)’da verilen iletim fonksiyonu igin,
pay1 ve paydasi ikinci dereceden DYBMG oran-
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sal yaklastiranin1 olusturalim. Bu yaklastiranin
boyu, z, =e" ve z,=e", -z <t,t, <z olmak
iizere Sekil 7°de verilmektedir.

Sekil 7. DYBMG yaklastiraninin boyu

DYBMG ile elde edilen yaklastirnmdaki hatay1
saptamak amaciyla asagidaki fark fonksiyonunu
tanimlayalim:

Idebmg = debmg -H (33)

Bu fark fonksiyonunun boyu, z =e" ve
Z,= e —gz< t,t, <7 olmak iizere Sekil 8’de

verilmektedir.

)

<7

Sd

/,'"///‘

R
" N §
255N

(W

Sekil 8. Fark fonksiyonunun boyu (| Fyp, | )

DYBMG yontemi ile elde edilen yaklastiranin
sistemin kararliligint bozup bozmadigini belir-
lemek amaci ile yaklastiranin paydasinin sifirla-
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rin1 incelemek yerinde olacaktir. DYBMG oran-
sal yaklastiraninin paydasinin kokleri,

0.84

z =€ z=— """
! 2 1.84-0.84e"

(34)

esitlikleri ile verilir. z, kokii Sekil 9’da veril-
mektedir.

Im(z2)

Sekil 9. DYBMG yaklastiraninin paydasinin
Z, kokii

Sekil 5 ve Sekil 9’dan da gozlemlenebilecegi
gibi, DYBMG oransal yaklastiranin kokleri,
karmagik diizlemde, birim ¢ember igerisinde yer
alirlar. Dolayisiyla iletim fonksiyonun DYBMG
yontemi ile yapilan yaklastirim sistemin kararli-
ligin1 bozmaz.

(29)’daki iletim fonksiyonuna, Padé yontemi ile
yaklastirim olusturmak istendiginde olusan yak-
lagtiran i¢in hata fonksiyonu asagidaki sekilde
tanimlansin.

=H H

r (34)

pade pade

Bu hata fonksiyonunun boyu Sekil 10°da veril-
mektedir.

Sonuglardan da anlasilacagi gibi iki degiskenli
iletim fonksiyonu i¢cin DYBMG yo6ntemi, siste-
min kararlili§in1 bozmadan bir oransal yaklasti-
ran elde edilmesini saglamistir. Sekil 8 ve Sekil
10’a bakilirsa, DYBMG yontemi ile olusturulan
yaklagtirnmin hatasinin boyunun en biiyiik dege-
rinin, Padé yontemi ile olugturulan oransal yak-
lastirima gore daha kiiciik oldugu goriiliir.
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Sekil 10. Fark fonksiyonunun boyu (T, )

Burada incelenen ornekte, DYBMG c¢alisma
bolgesi olarak [O,l]x[O,l] kartezyen c¢arpimi

secilmistir. Fakat, DYBMG c¢alisma bolgesini
degistirerek yaklastirirmi daha da iyilestirmek
miimkiindiir. Hatta, iletim fonksiyonundaki ba-
gimsiz degiskenlerin karmasik kisimlarimi da
ayr1 bir degisken gibi diisilinilip, bu degiskenler
icin de caligma araliklar1 olusturmak, yaklas-
tirimin niteligini arttiracaktir. Ileriki calismalar-
da, bu ve bu tiir bagka bir takim uygulamalar
i¢in soziinil ettigimiz incelemeler yapilabilir.

Sonugclar

Bu ¢alismada ¢ok degiskenli fonksiyonlari, daha
az sayida degisken iceren fonksiyonlarin top-
lamlar1 ile yaklastirmayr amaglayan Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilimi'nin daha genel bir
sinift olan Doniisiimsel Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilimi tabanli, yeni bir oransal yaklastirm
yontemi sunulmustur.

Bu yeni yontem, YBMG yonteminin yapisindan
dolay1 verilen fonksiyondan integraller aracilig
ile bilgi iiretir ve bu sekildeki bilgi tiretimi ile
fonksiyonu Padé yonteminin noktasal yakinsa-
ma Ozelliginin aksine, bir aralik iizerinde yak-
lagtirir. Dolayisiyla yakinsama Padé yontemine
gore daha biitlinsel olmaktadir. Bunun disinda
yine ¢ok onemli bir nokta, fonksiyondan bilgi
iiretmeye yarayan integrallerin araliklari, fonk-
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siyonun yaklastirilmak istendigi bolgeye gore
hatay1 kiigiiltecek sekilde secilebilir. Bu da yon-
teme biiyiik 6lc¢lide esneklik kazandirmaktadir.

Calismada elde edilen yontem c¢ok degiskenli
fonksiyonlar i¢in genel bir yapida tiiretilmis
olup, uygulama olarak tek ve iki degiskenli or-
nekler tizerinde durulmustur. Cok degiskenli
LSI sistemler i¢in bir uygulama verilmis, boyle-
likle yontemin fiziksel problemlere de uygula-
nabildigi ve hatta Padé yontemine gore iistiinliik
gosterdigi vurgulanmistir. Biitlinsel yakinsama
ozelligi ile yontem, ileride farkli fiziksel prob-
lemlere uygulanabilecek alternatif bir oransal
yaklastirim yontemi olarak sunulmaktadir.
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