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Ozet

Riemann holonomi gruplart teorisinde ayricalikli iki grup yer almaktadwr. Bunlar 7-boyutlu
manifoldlar iizerinde G, ve 8-boyutlu manifoldlar iizerinde Spin(7) holonomi gruplaridir. Bu ¢a-

lismada, holonomi grubu Spin(7) 'nin bir alt grubu olan Riemann manifoldlarinin yapisi, ozel bir
durum i¢in incelenmistir. Spin(7) holonomisine sahip manifoldlar, Bonan formu olarak adlan-

dwrilan bir 4-formun varligi ile karakterize edilir. Bonan formu Hodge anlaminda kendine es,
Spin(7) invaryant ve kapali bir 4-formdur. Calismada oncelikli olarak Bonan formunun oktonion

carpimi kullanilarak elde edilme yolu verilmistir. Daha sonra, ¢oklu warped ¢arpim metriklerinin
genellemeleri tartisilmis ve o6zel bir hal olan (3+3+2) warped-benzeri ¢arpim metrigi tanim-
lanmistir. Bu metrik, literatiirde Yasui-Ootsuka tarafindan verilen S°xS°> x R* manifoldu iizerinde-
ki ~metrigin bir soyutlamas: olarak diistiniilmiis olup, warped ¢arpimlarin lif-taban
dekompozisyonunu korumakta, ancak lif uzayindaki metrigin blok kosegen olmadigi durumu da
icermektedir. Calismada elde edilen ana sonug, 2 boyutlu bir taban iizerinde, 3 boyutlu, tam, bag-
lantili ve basit baglantili liflerden olusan (3+3+2) warped-benzeri bir ¢arpim manifoldunda, eger
Yasui-Ootsuka ¢alismasinda kullanilan Bonan formu kapali ise, liflerin S° e isometrik olmasi ge-
rektigidir. Buradan, Yasui-Ootsuka ¢oziimiinitin (3+3+2) warped-benzeri metrikler sinifinda, yuka-
rida belirlenmis olan Bonan formuna karsilik gelen Spin(7) yapilar icerisinde tek oldugunu gos-

termektedir.

Anahtar Kelimeler: Holonomi, Spin(7) holonomi manifoldu, warped ve ¢oklu warped ¢arpim
manifoldlar:, warped-benzeri ¢carpim manifoldu.
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Generalizations of warped product
manifolds with Spin(7) holonomy

Extended abstract

The holonomy group of a Riemannian manifold was
defined by Elie Cartan in 1923 and proved to be an
efficient tool in the study of Riemannian manifolds
(Kobayashi and Nomizu, 1969). Later, Berger (Ber-
ger, 1955) gave a list of the possible holonomy
groups of irreducible, simply-connected and non-
symmetric Riemannian manifolds. Berger's list (re-
fined later by Alekseevski (1968) and Gray-Brown
(1972)) includes the groups SO(n) in n-dimensions,

U(n),SU(n) in 2n-dimensions, Sp(n),Sp(n)Sp(1) in
the
holonomy group G, in 7-dimensions and the holon-

4n-dimensions and two exceptional cases,

omy group Spin(7) in 8-dimensions. After Berger
introduced his classi-fication list, the existence of
manifolds with the specified holonomy groups was
an open problem.

The existence of manifolds with exceptional holon-
omy was first demonstrated by Bryant (1987), com-
plete examples were given by Bryant and Salamon
(1989) and the first compact examples were found
by Joyce (1996). The study of manifolds with excep-
tional holonomy and the construction of explicit ex-
amples is still an active research area in mathemat-
ics and physics.

In the present work, we investigate the structure of
Riemannian manifolds whose holonomy group is a
subgroup of Spin(7), for a special case. Manifolds
with Spin(7) holonomy are characterized by the
existence of a globally defined 4-form, called the
Bonan form (Bonan, 1966) with the following prop-
erties

i- self-duality in the Hodge sense,

ii-  Spin(7) invariance,

iii- closedness.
We review the structure of the Bonan form and its
explicit construction using the structure constants of
the octonionic algebra.

The starting point of the present research was an
explicit example of Spin(7) metric on S> x 8> x R
given by Yasui and Ootsuka (2001). We looked
whether one could obtain other solutions by relaxing
some of their assumptions, in particular without re-
quiring the three dimensional submanifolds to be

S* . The method used in (Yasui and Ootsuka, 2001)
is based on the notion of “volume-preserving vector
fields” and a specific tensor formula called the “2-
vector condition”. The construction of a metric with
Spin(7) holonomy starts with an ansatz for an or-
thonormal frame which is shown to satisfy the condi-
tions given in (Yasui and Ootsuka, 2001), provided
that certain first order differential equations are sat-
isfied. Then the solution of these equations gives a
metric with Spin(7) holonomy on S° x§> x R* that
we call the ““Yasui-Ootsuka solution".

Inspired by the metric ansatz of Yasui-Ootsuka, we
discuss a generalization of warped product metrics
(O’Neil, 1983), by allowing the fiber metric to be
non block diagonal in a multiply-warped product
(Flores and Sanchez, 2002). We work with a spesific
case that we call (3+3+2) warped-like product
manifold M =F xF,xB and a specific Spin(7)

structure.

We prove that, when the base B is two dimensional,
the fibre F is a 6-manifold of the form F = F, X F,

such that F.'s (i=1,2) are complete, connected and

simply connected 3-manifolds and the metric is
given by the (3+3+2) warped-like product, then the
connection of the fibers is completely determined by
the requirement that the Bonan 4-form given in the
work by Yasui and QOotsuka (2001) be closed.

With the global assumptions given above, it is con-
cluded that the fibers (F,,i=1,2) are isometric to

S*. It follows that the Yasui-Ootsuka solution is
unique in the class of (3+3+2) warped-like product
metrics admitting the Spin(7) structure determined

by the Bonan form given in the work by Yasui-
Ootsuka (2001).

As the Bonan form C is a 4-form, then closedness
of the Bonan form (dQ=0) gives 56 equations in-
volving exterior derivatives of the basis 1-forms. In
the case of the (3+3+2) warped-like product metric,
there are 9 parameters on each 3-manifolds
(F,,i=1,2). Hence there are totally 18 parameters

and 56 equations mentioned above. Under some
special conditions, it is not surprising to obtain a
unique solution.

Keywords: Holonomy, Spin(7) holonomy manifold,
warped and multiply warped product manifolds,
warped-like product manifolds.
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Giris

M herhangi bir Riemann manifoldu ve g bu
manifold iizerindeki ¢izgi eleman1 olsun. (M,g)
manifoldunda, g metrigiyle uyumlu ve burul-
masiz tek bir baglantinin oldugu bilinmektedir
(Kobayashi ve Nomizu, 1969). Levi-Civita bag-
lan-tis1 olarak adlandirilan bu baglant1 yardimy-
la vektor alanlarinin manifolda bir egri boyunca
paralel taginmasi tanimlanabilir. Eger vektorler
kapal1 bir egri boyunca paralel tasinirsa, vekto-
riin baslangi¢ durumu ile paralel taginmis son
hali farklilik gosterebilir. Bu degisim holonomi
doniistimii olarak ifade edilir. Bu tiir donii-
stimlerin kiimesi bir grup yapisina sahip olup,
bu grup holonomi grubu olarak adlandirilir ve
Hol(g) seklinde gosterilir.

Holonomi grubu kavrami ilk kez Elie Cartan
tarafindan, simetrik Lie gruplar1 ve Lie cebir-
lerinin siiflandirilmasi ¢alismalar: yiiriitiiliirken
1923 yilinda tanimlanmisg, daha sonra Riemann
manifoldlar1 i¢in 6nemli bir siniflandirma vasi-
tas1 oldugu anlasilmistir, (Schwachhofer, 2000).
Basit baglantili, ¢arpim olarak yazila-mayan ve
simetrik olan manifoldlarin holonomi siniflan-
dirmas1 da Cartan tarafindan verilmistir. Cartan
siniflandirmasindan yaklasik 30 yil sonra, 1955
yilinda Marcel Berger basit baglantili, ¢arpim
olarak yazilamayan ve simetrik olmayan
manifoldlar i¢in holonomi grubu smiflandirma-
sin1 vermistir (Berger, 1955). Literatiirde Berger
listesi olarak bilinen bu simiflama Alekseevski
(1968), Gray ve Brown (1972) tarafindan bagim-
siz olarak diizeltilmis ve simetrik bir uzayin
holonomi grubu oldugu ig¢in, 16-boyutlu
manifoldlardaki Spin(9) holonomi grubu liste
disina alinmistir.

Berger’in listesi, n-boyutlu manifoldlarda
SO(n), 2n-boyutlu manifoldlarda U(n) ve

SU(n), 4n-boyutlu manifoldlarda Sp(n) ve
Sp(n)Sp(1) gruplarint ve 6zel olarak 7-boyutlu
manifoldlar i¢gin G, holonomi grubunu ve 8-
boyutlu manifoldlar i¢in Spin(7) holonomi gru-

bunu igerir. 7 ve 8-boyutlu uzaylar i¢in verilen
son iki grup istisnai holonomi gruplar: olarak
adlandirilmistir (Berger, 1955). Berger, listesin-
de yer alan holonomi gruplarina sahip

manifoldlarin varlig1 ile ilgili bir sonug¢ ver-
memis, sadece miimkiin olan gruplarin listesini
sunmustur. G, ve Spin(7) holonomisine sahip

manifoldlarin varlig1 ilk kez Robert Bryant tara-
findan ispatlanmistir, (Bryant, 1987). Bryant ve
Salamon istisnai holonomiye sahip ilk tam met-
rik 6rneklerini vermisglerdir (Bryant ve Salamon,
1989). G, ve Spin(7) holonomisine sahip ilk
kompakt manifold 6rnekleri ise Dominic Joyce
tarafindan verilmistir (Joyce, 1996). G, ve

Spin(7) holonomisine sahip metrik kurma c¢a-

lismalar1, halen hem matematik hem de fizikte
aktif bir arastirma alani olusturmaktadir.

Calismamizin baglangi¢ noktasi, Yasui-Ootsuka
tarafindan verilen (Yasui ve Ootsuka, 2001)
Spin(7) holonomisine sahip S°xS°x R* mani-
foldu iizerindeki metriktir. {lk asamada, verilen
metrigin genellestirilip genellestirilemeyecegi
ve baz1 sartlarn degistirilmesi sonucu S°’den
farkli 3-boyutlu manifoldlar i¢in ¢6ziim bulunup
bulunamayacagi sorusu incelenmistir. Bu ¢erce-
vede, Yasui-Ootsuka tarafindan verilen metri-
gin, warped carpim metriginin (O’Neil, 1983)
bir genellestirilmesi oldugu gézlenmis ve bun-
dan hareketle (3+3+2) dekompozisyona sahip
warped-benzeri ¢arpim metrigi tanim-lanmistir.
Yasui-Ootsuka tarafindan kullanilan Bonan
formunun, (3+3+2) warped-benzeri bir ¢arpim
manifoldunda kapali olmasi kosulunun, lifler
iizerindeki baglantiy1 belirledigi kanit-lanmistir.
Buradan uygun kabuller altinda, lif uzaylarinin

S* oldugu ispat edilmistir.

R® iizerindeki Bonan formu
Spin(7) holonomisine sahip manifoldlarin ka-
pall, kendine es (Hodge anlaminda) ve Spin(7)

invaryant bir 4-formu ile belirlendigi bilinmek-
tedir. Literatiirde bu 4-form Bonan formu
(Cayley formu veya esas form) olarak adlandiri-
lir, (Bonan, 1966). Asagida verilen Onerme,
Spin(7) holonomisine sahip mani-foldlarin ku-

rulumu i¢in dnemlidir.

Onerme 1 (Bryant, 1987): Bonan formu Q
tarafindan tammlanan bir Riemann metriginin
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holonomi grubunun Spin(7) nin alt grubu ola-
bilmesi i¢cin gerek ve yeter kosul Bonan formu-
nun kapali olmasi, yani dQ =0 kosuludur.

Bu oOnermeye gore, global tanimli bir Bonan
formunun varligmi biliyorsak, Spin(7)’nin alt
grubu olan bir holonomi grubuna sahip metrik
kurma problemi, Bonan formu Q’nin kapali
olmas1 yerel problemine indirgenmis olur. Bi-
zim c¢alistigimiz “(3+3+2) warped-benzeri ¢ar-
pim”  manifoldlar1 her zamam paralel-
lestirilebilir manifoldlar oldugu igin tizerlerinde
her zaman global tanimli bir Bonan formu var-
dir ve problem bu yontemle ¢oziilebilir.

Bu calismada, yerel ortanormal tanjant ve
kotanjant demetlerinin bazlari sirasiyla e, ve €’
(i=1,2,...n) olarak gosterecegiz. Buradan yerel

k-formlarinin dis carpimlarint asagidaki sekilde
yazilacaktir.

el =e' ne’,

ijk

e =e nel né, (1)

ikl

T
e’ =e' nel ne' ne,....

Ancak bundan sonraki kisimda, formlarin dis
carpimlar i¢in “A” sembol isareti kullanilmaya-
caktir. Bir n-boyutlu M manifoldu iizerinde ye-

rel bir ortanormal baz ¢’ (i=1,2,...n) olarak ve-
rildiginde, metrik

g =Zn:ei ®¢, (2)
i=1

seklinde yazilir. Simdi 8-boyutlu, birlesme 6zel-
ligine sahip olmayan oktonion cebri yardimi ile

R* ={x',x*,...,x*} iizerindeki Bonan formunun
1
(Q = ZQ”/’” dx j kurulumuna  bakalim.

Notasyon kolaylig1 igin dx' ile e'’yi dzdeslesti-
relim ve oktonion cebrinin ortanormal bazini
{,e,| a=1,2,...,7} olacak sekilde ele alalim.

Bu durumda Bonan formu'nda yer alan sifirdan
farkli indeks elemanlar1 Q, ,, asagida verilen

oktonion baz elemanlarinin ¢arpimi ile verilir
(Harvey, 1990):

Qach = aabc > Qabcd = ; gabb'defgae./%’ . (3)
Verilen formiilasyonda
6xabc = _(ea eb )ec > (4)

oktonion ¢arpimi ile hesaplanan katsayilar olup
Eupeary UM Indekslerine gore antisimetrik ve

Eyuses =1 kosulu ile belirlenir. Bu durumda

Bonan formunun sifirdan farkli indeks eleman-
lart Q, , =1 olacak sekilde asagidaki gibi veri-

lebilir (Yasui ve Ootsuka, 2001),

abcd ={1238,5168,2468,4358,1478,3678,
2578,4567,3247,1357,2167,2356,  (5)
1245,1346}.

Buradan R® iizerindeki Bonan formunun Yasui-
Ootsuka tarafindan kullanilan asagidaki ifadesi
elde edilir.

Q:€1238 +e5168 +82468 +e4358 +el478

3678 2578 4567 3247 1357
+e” " +e +e T +e (6)

2167 2356 1245 1346
+e0 +e P 4,

+e

+e

Bu ifadeyi manifoldun 3+3+2 seklinde parga-
lanmasina uygun olarak asagidaki gibi yazip

1245 1346

+e +e7%

Q= (e14 +e* + e36)e78 +e
123 _ 156 | ,246 _ 345 )es (7)

456 234 135 126N 7
—e+e T —e e,

+ (e

+ (e

yine 3+3+2 par¢alanmasina uygun olarak
et se, e’ »e’, e’ > e, indeks degisimi ya-
parsak

11 2% 33y 78 1122 1133 2333
Q=(e +te"+e)e " —(e " +e ~ +e )
123 123 i23 23y 8

—e" —e " —e)e

123 123\ 7
—e " —e e,

+(e

®)

123 23
+(e” —e

ifadesini elde ederiz. Eger yeni degiskenler
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11 22 33
P=e +e +e,
123 123 23 23
HU=e  —e " —e  —e”, 9

23 123 123
—e

y=e®_e
olacak sekilde secilirse, Bonan formu asagidaki
sekilde yazilabilir.

Q=pe” + ue* +ve’ —%ﬂz. 10)

Warped ve coklu-warped carpim
manifoldlar:

Bu boéliimde, warped carpim metrigini ve bir
genellestirmesi olan ¢oklu-warped ¢arpim met-
riginin tanimlarim1 verip, bu yapilar yardimiyla
(3+3+2) warped-benzeri carpim metrigimizi ta-
nmimlayacagiz. (F, g.) ve (B, g,) iki Riemann
manifoldu ve f, B lizerinde pozitif bir fonksiyon
olsun. Warped ¢arpim manifoldu M=FxB asa-
gidaki metrik yapi1 ile donatilmig bir carpim
manifoldudur:

g:;z';g3+(fo7z'3)27[]*gF. (11)

Burada, 7, : FxB — F ve 7, : FxB— B dogal
projeksiyonlardir. Eger bu tanim manifoldun
acik bir alt kiimesi i¢in gegerli ise, manifolda
“yerel warped ¢arpim” manifoldu denir.

Warped carpim manifoldunun temel 6zellikleri
icin O’Neil (1983) kaynak olarak verilebilir.

Warped carpim metrik kavrammin “coklu-
warped ¢arpim” olarak adlandirilan bir genel-
lemesi vardir (Flores ve Sanchez, 2002). Bu ya-
pmnin  kurulumunda, (F,g,), i=1,2,....k ve
(B, g,) Riemann manifoldlar1 ve B manifoldu
lizerinde f,>0 olacak sekilde tanimli bir fonksi-
yon kullanilir. Coklu-warped ¢arpim manifoldu
FxF,x.xF xB  seklinde bir c¢arpim
manifoldu olup, 7,:Fx..xF,xB—>B ve
7, F x..xF, xB—F dogal projeksiyonlar ol-
mak lizere asagida verilen metrik ile tanimlanir.

k
g:;z'BgB—l—Z(fioﬂ'B)zjz'[gi_ (12)

i=1

Warped c¢arpimlarda ve bunlarin genelles-
tirilmelerinde F;’ler lif manifoldu, B ise taban

manifoldu olarak adlandirilir (O’Neil, 1983).

(3+3+2) Warped-benzeri ¢carpim manifoldlar:
Spin(7)  holonomisine sahip  S§° xS’ xR
manifoldu iizerindeki Yasui-Oosuka metrigi
asagidaki ortanormal baz elemanlar ile tanim-
lanmustir.

3
e =%b4 sech(y)8', i=1,2,3

1 , L
¢ %ab *(1-tanh(»)) @' +ab *¢', i=1.23

3
e =ab*dx,
3

¢ =b* sech(y)dy. (13)

Burada & ve @ sirasi ile 3-kiirelerin kotanjant
demetlerinin yerel bazlar1 ve a, b fonksiyonlar
x’e bagh

3
da _1 L _ab ,@=—2a2,
dx 2\ b dx

diferansiyel denklem sartlarii saglayan ifade-
lerdir. Bu ortanormal baz kullanilarak metrik

(14)

g =~a'b dx? +~b* sech:(y)dy*

«
78R

+%[\/b_356ch2(y)+\/%(l—tanh(y))z]i(ﬁi)2

”;gs,%
at & a’ 3.
+|— D (0') +,|—[1-tanh(»)]>_6'¢", (15)
b i=1 b i=1
”;853
seklinde yazilir. Bu ifadede

7, SxSX R > R ve 7,:S xS’ xR* = §°
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dogal projeksiyonlardir. Boylece f, ve i fonk-
siyonlarini

=%{\/bfgsechz(y)+\/%T(l—tanh(y))z}

/a“ /a“
[ =4—> h= —[l—tanh(y)], (16)
b b
olacak sekilde ve @ 2-formunu
3 . kd
0= 60, (17)
i=1
olarak tanimladigimizda, metrik
g:”3g3+2(fi°”3) 7, g, +ho, (18)

i=1

seklinde elde edilir.{6',6%,6°,6',60°,0°,¢", ¢}
(global) baz takiminda metrigin matrisi

h
flla 513 0
h
g= 51 Sl 0 (19)
0 0 I

seklindedir. Burada /I, vel,

ve2x2 birim matrisler ve 0 ise uygun boyutlu
sifir matrisini temsil etmektedir. Eger denklem
(18)’de verilen 4 fonksiyonu sifir olsa idi, veri-
len metrik bir ¢coklu-warped ¢arpim metrigi ola-
cak idi (denklem (12)’ye bakiniz). Simdi bu ya-
pmin  bir genellemesini tartisacagiz. M
manifoldunu topolojik ¢arpim  manifoldu
M =F xF,x..xF,_xB olarak alalim. Carpim

manifoldundaki her bir manifold Riemann met-
rigine sahip olsun ve boyutlar1 boyut(F,)=n,,
(a=1,2,...,k), boyut(B)=n seklinde verilsin. Her
bir F ’nin kotanjant demetinin yerel ortanormal

sirast ile 3x3

bazlarim {#!} ve B taban manifoldunun yerel

n

koordinatlarmi x',x°,...,x" olarak gosterelim.

M manifoldu {izerindeki bir metrigi, M’nin
kotanjant demeti iizerindeki baz elemanlarini
lineer bagimsiz segerek ve onlar1 ortanormal
ilan ederek tanimlayabiliriz.

Lif-baz dekompozisyonuna karsilik gelen en
genel yerel ortanormal baz elemanlarimi su se-
kilde verelim.

k ny, ) .

e => 24", i=12..n,a=12, ..k
b=l j=I

ey =) agdx’, i=12,...n. (20)
Jj=1

Verilen ortanormal bazdaki fonksiyonlar

Af; = AZ(xl,xz,...,
seklinde tanimlidir. Oncelikli olarak

n i i 1 2 n
x") ve Ay :aBj(x S X e X

n
i P
zeB®eB_7TBg3a

i=1

21)

seklinde yazilabilir ve 7z, :F x..xF, xB—>B

bir dogal projeksiyon dontisiimiidiir. O zaman M
tizerindeki metrik

k Ta .
g= ”;g B+ZZe(lz ®e,

a=l i=l

k(e m
S 3] 35

a=1 i=l | \ b=l j=1

k T T kT . .
s I3 S5k |wen.

b,c=1 j=1 I=l \ a=l i=]

Jiss

c=l =1

4 H 22)

olacak sekilde yazilir. Indeks c iizerindeki top-
lam, b=c ve b#c i¢in ayn toplamlar seklinde
yazilir ise

g= ﬂBgB+ZZ(ZZA5;A;;j

b=l j,l=1\_a=1 i=l

+ii"i"Z[ZZAf;A:;]( ©4+6,84)).

b=l c=b+1 j=1 I=] \ a=l i=l

(23)

olarak bulunur. {ébf}nll eger F, lif manifoldu
j-

iizerinde farkli bir ortanormal baz ise, 0 zaman

116



Spin(7) holonomisine sahip warped ¢arpim manifoldlarinin genellestirilmesi

6/ =3 Pidy, (24)
r=1
olarak yazilir. Burada P/ doniisiim matrisini

temsil etmektedir. Bu baz doniisiimii altinda
metrik

konmoon, kon, 3 o ng ~
gnﬂﬁzzzizzwmxza@®za@j
r= s=1

c=1 j=1 I=1 \_a=l i=1

=7,8 B+22[Zii‘4b A BB,

b=l r,s=1\_a=l1 i=l j,l=1

DRI PIDRLLLLY LA

b=1 c=b+1 = =1 i=l j=1 I=1

Je’®eﬁ (25)

olacak seckilde doniisiir. Yukarida verilen met-
rikte, 4/ ®; 'nin katsayilari, en genel halde, baz
manifoldu B ile lif manifoldlar1 F, ve F, nin

koordinatlarina bagli bir fonksiyondur.

3+3+2 seklinde modellemeye calistigimiz 8-
boyutlu manifold M =F xF,xB igin, yani 3-

boyutlu lif uzaylar1 ve 2-boyutlu taban uzayi
icin warped-benzeri carpim metrik yapimizin
tanimin1 asagidaki gibi verecegiz.

Tanim 2: 8-boyutlu M = F, x F, x B manifoldu
icin F,F, 3-boyutlu ve B 2-boyutlu Riemann
manifoldu olsun. F; ve F,’nin kotanjant demet-
lerinin yerel ortanormal bazlari sirasiyla €' ve

¢, B’nin yerel koordinatlarin1 x ve y olarak

secelim. M lizerindeki metrik asagidaki
ortanormal baz ile tamimlanirsa,

¢ =A(x,v)0 +B(x,y)0', =123

¢ =A(x, 00 +B(x,y)0', =123  (26)

et = a, (x,y)dx+a,(x,y)dy, i=1,2

(M ,e') manifoldunu “(3+3+2) warped-benzeri
carpim” manifoldu olarak adlandiracagiz.

Denklem (26)’da verilen ortanormal baz kulla-
nilarak, metrik

g :i(ei e +é ®ef)+zzlei+6 ® e
i=1

i=1
= (alzl + a221 )dx ® dx + (alz2 + a222 )dy ® dy
~ 3 . .
+(a,ay, + ayay,)dx ®dy + (42 + A7) 0’ ® '

i=1
|\ —

A
&R

A 3 o o A A 3 . 2
+(B*+B*)) .60 ®6 +2(AB+A4B)) 0'®¢'
i=1 i=1

B ¥
T8p, @0

2
= ”ng"'Z(fi °omy)' 7, g +(hyomy)myw, (27)

i=l1
seklinde yazilir. Burada

fi=A+ A, f, =B+ B, h, =2(4AB+ 4B),
3 (28)
0= 29’ ®,
i=1
olarak verilir. 7,7, ve x,, sirasi ile B, F, ve
F, x F, tizerindeki dogal projeksiyon doniisiim-
leridir.

Aciklama 3: Tim 3-boyutlu manifoldlar para-
lellestirilebilir oldugu i¢in (Hempel, 1976), 6-
boyutlu lif manifoldu F =F xF,’de paralel-
lestirilebilirdir. F ve F,’nin kotanjant deme-
tinin yerel ortanormal bazlar sirasiyla €' ve

o oldugunda, lif manifoldu F {izerindeki 3-
formlar, iki tane kapali 3-form igerir. Bunlar F

Fve
F,’nin ortanormal bazlarini sabitledikten sonra,

yapt J’yi
0 —0',0' - —0' olacak sekilde tanimlayalim.

ve F, flzerindeki hacim formlaridir.

hemen hemen kompleks bir

Lif manifoldu F iizerindeki kompleks hacim
formu ¥ ve Kahler formu @

Y=Y +¥ =0 +iJO)O +iJO*) O +i]O)
3
® = Zﬁi AJO,

i=1

(29)

olarak tanimlanir. J&' = &' kullanilarak
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Wyt — 9B _ 9123 _ eizﬁ _ 9123

= 0i23 +0123 _Hglzé _eiié = 911 n 922 +(93§
olarak elde edilir.

(3+3+2) Warped-benzeri ¢carpim metrigi ve
Bonan formu

Bu bolimde FxR® iizerindeki (3+3+2)
warped-benzeri ¢carpim metrik ile Bonan formu-
nun elde edilmesini sunacagiz.

Onerme 4: 6-boyutlu bir F manifoldunu
F =F xF, seklinde iki 3-manifoldun ¢arpimi
seklinde segelim. F, ve F, ’nin kotanjant deme-

tinin yerel ortanormal bazlari sirasiyla 0 ve

& olsun.  8-boyutlu M =FxR® iizerinde
(3+3+2) warped-benzeri carpim metrigini ala-

lim. (10) numarali denklem ile verilen Bonan
formu

1 N _
Qz—af%oz +@'m P m, + T+ n, + foe”,

olacak sekilde yazilir. Burada,

0)2911 +922 +033’¢1+ 26123’¢]— :9123’

¢2+ _ 6123 n 9123 n 0ii3’¢£ _ 9123 n 0123 +‘912§’
ve I-formlar m, ve n, (i=1,2)

m, =[A® —3442)" +[A* —34° 4],

m, =[AB* —2BAB — AB*]¢*
+[AB*-2ABB-B*Ale¢’,

n, =[B*-3BB*1" +[B’ -3B*Ble’,

n, =[A*B—24AB - BA*]é*
+[A°B-2A4BA- A*B)e’,

olarak verilir.

Ispat: Denklem (26)’da verilen ortanormal baz
elemanlarim1 S, u ve v ifadelerinde yerine yer-

lestirirsek,

f=AB-BA, 0=0"+0"+6, (30)

olmak iizere asagidaki esitlikler bulunur,

p=fo,
u=[A4-344710"" +[AB* —2BAB - AB*1(6'"*
+0'* +03)+[B* -3BB*19'" +[A’B-244B
—BA (O™ +0' +0'%),
v=[A-34>419'" +[AB* —24BB - B* 4](6"
+0'% +07)+[B* —-3B*B10"” +[A*B-24BA
— ABIO + 6% + 0. (31)

Notasyonu basitlestirmek i¢in yeni degiskenler
¢ 'yi(i=12)

¢1+ — 9123,¢1— — 9123,¢2+ — 9123 +9123 +9123,

¢2— — 0123 +Hlﬁ3 +912§’ (32)

olacak sekilde secelim, bu durumda

ue' +ve’ = ¢ (A =344%)e* + (4> 342 A)e’]
+¢[(AB> —2BAB — AB*)é* + (AB*
—2ABB - B*A)e’ ] +4[(B* —=3BB*)é*
+(B* —3B>B)e’ | +¢;[(A*B—2AAB
—BA*)e® +(A°B—2A4BA— A*B)¢’],

olarak bulunur. Daha sade halde yazmak i¢in
daha once verilen m, ve n, kullanilarak

e’ +ve’ =gim +dim, + ¢ n +dn,, (33)

biciminde yazabilir. Bdylece M {izerindeki
Bonan formu

1 R . - -
Q:—Efza)2 +@'m + g m, + g+ n, + foe”,
(34)
olacak sekilde yazilir.

Boylelikle Bonan formunun M =F xR’
manifoldu lizerinde, katsayilar1 taban uzaymin
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dis cebri elemanlarindan olmak {izere, lif uzayi-
nin dis cebri form elemanlarinin lineer kombi-
nasyonu seklinde yazildig goriiliir. 8-boyutlu
manifoldun taban ve lif seklinde
dekompozisyonu, dis cebri i¢in

AP (M)=® . A“P(M), a=1,....6, k=12

a+k=p

olacak  bigimde bir  direkt  toplam
dekompozisyonu verir. Dis tiirevin bu alt uzay-
lara etkisi

d:A(a’k)(M) —)A(a+l’k)(M)@A(a’k+l)(M), (35)

seklinde wverilir. Yukaridaki dekompozisyon,
ayrintilandirilarak

A’ (M)=@® AP, a,b=1,2,3, k=1,2

a+b+k=p
seklinde ifade edilebilir ve dig tiirevi

d . A(a,b,k) (M) N A(a+],b,k) (M) (_D A(a,b+l,k) (M)
DA (M), (36)

olarak verilir.

Spin(7) holonomisine sahip (3+3+2)
warped-benzeri carpim manifoldlar:
Bu bolimde 8-boyutlu M manifoldu igin
3+3+2 seklindeki pargalanmay1 ele alacagiz.
Islem kolaylig1 igin taban manifoldunu R’ ola-
rak sececegiz. Uygun global kabuller altinda, lif
manifoldlarinin S° ’e isometrik oldugunu ispat-
layacagiz.

Teorem 5: o6-boyutlu bir F manifoldunu,
F=FxF, seklinde ve F,F, manifoldlarim

baglantili, basit baglantili, tam Riemann 3-
manifoldlar olarak segelim. M manifoldu
F x B ’ye difeomorfik bir manifold ve 2-boyutlu
taban manifoldu B R®‘’ye difeomorfik bir
Riemann manifoldu olsun. M tizerinde (3+3+2)
warped-benzeri ¢arpim  metrigi  asagidaki
ortanormal sistem ile verilmis olsun,

¢ = A0 + BO, i=1,23
¢ = A0+ BY, i=123
e =adv+a,dy. i=1,2.

M iizerindeki Bonan formu
1 _ _
Q :—Efza)2 +¢'m +dim, +dn +dn, + foe”,

olacak sekilde verilsin. Burada,

w=0"+6"+0", f=AB-BA,
¢+ _ 6123 ¢7 _ Hiéé
1 9 1 9
¢2+ _ 9123 +9i2§ +Hii3, ¢2— _ '9123 _H9123 _Hg]zé’

ve I-formlar m; ve n, (i=1,2)

m, =[A® =344%)" +[ 4 -3 4> 4],

m, =[AB* =2BAB — AB*¢*
+H{AB*-24BB - B*Al¢,

n, =[B*-3BB*1e* +[B* -3BB]e’,

n, =[A*B—-2AAB - BA*)é*
HA’B—2A4BA- A*B)e’,

olarak verilir. Eger dQ =0 ise, F ve F, S’ e

isometriktir.

Teorem 5’in ispatina gegmeden once bir dnerme
ve bir yardimci teorem verecegiz.

Onerme 6: (M,e')Teorem 5’de oldugu gibi
(3+3+2) warped-benzeri ¢arpim manifoldu ol-
sun. Eger dQ =0 ise asagidaki ii¢ kosul saglanr.

i) wdw=0
ii) fdf @* = dgim, +dgn,,
iii) fdwe™ = ¢ dm, + ¢ dm, + ¢ dn, + ¢, dn,,

Ispat: Denklem (26)’da verilen ortanormal baz
elemanlarim1 S,z ve v ifadelerinde yerine yer-

lestirirsek, Bonan formu Onerme 4’deki gibi
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Q= {_%fza)z:l—i_[ﬁrml +hm, +n +¢2_n2]

+| foe™ |, (37)
seklinde elde edilir. Koseli parantez icerisindeki
terimler sirast ile A, A®Y ve A®? alt uzay-
larinin elemanlaridir. Taban uzayimiz iki boyut-
lu oldugu icin d(e”)=dfe”™ =0’dir. Benzer
olarak lif manifoldlarimiz ii¢ boyutlu ve boyle-
likle  hacim  formlart  kapalidir, yani

dg =d¢ =0’dir. O zaman dQ su sekilde ya-
zilabilir,

dQ=| ~f*wdo|+| ~fif & +dm, +dgn, |

(38)
+fdcoe™ — ¢ dm, — g, dm, —§ dn, — $,dn, ).

Koseli parantez igerisindeki terimler sirasi ile
AP A% ve A®? alt uzaylarinin elemanla-
ridir. Sonug olarak Bonan formun kapaliligi
(dQ=0), bize Onerme 6°da verilen ii¢ kosulu

verir ve ispat tamamlanir.

Onerme 6’da verilen iigiincii sartin lif uzaymmn
Lie cebrini belirledigini gosterecegiz.

Yardimei Teorem 7: M manifoldu Teorem 5’de
oldugu gibi (3+3+2) warped-benzeri ¢arpim
manifoldu olsun. Eger

fdwe” — ¢ dm, — ¢, dm, — ¢ dn, — ¢, dn, =0,

saglandigr zaman c, ve c, herhangi katsayilar

olmak iizere, @' ve 0’ ’lerin dis tiirevileri

d6' = 6%, d6* =—c,6", d& =c6",
d6' =c,6%, d6° =—,6", d6’ =c,0", (39)

olarak belirlenir.

Ispat: m. ve n, (i=1,2) 1-formlarmn dis tiirevle-
rini
dm =ue”, dm,=u,e”,

dn, =ve”, dn,=ve”, (40)

u, ve v,’ler taban manifoldu iizerinde fonk-
siyonlar olacak sekilde secelim. Dig tiirevleri

verilen kosulda yerine yazip e ile sade-
lestirdigimizde,

[fda)]_[¢1+”1]_[¢2+”2]_[¢1_V1]_[¢2_V2] =0,

elde edilir. Yukarida koseli parantez icerisinde

verilen terimler sirasiyla A" @ A0 AGH
AP0 ACH ye AP alt uzaylarina aittir.
Buradan oldugu goriiliir,

u=v,=0 yani

dm, = dn, =0 bulunmus olur. Boylelikle verilen

denklem

fdo=¢/u, +¢,v,, (41)

seklinde elde edilir. Son denklemde w,¢, ve

@, acik ifadeleri yerine konulursa,

fd(eli+022+93§):(91§§+9123+0123)u2

+(0 +607 +0%),,  (42)

olarak bulunur. Esitligi tekrar diizenledigimizde

(fd6' —v,07)60" —(fdO' +u,6%)0'
+H(fdO* +v,0™)0* — (fd6* —u,60")6"
+H(fd& —v,0)0° —(fdO +u,6™)F° =0,

(43)

olur ve buradan

delzv_2923 d02:_v_2013 d93:v_2612
f s f s 5

J0 =2 gB gpp Mo gh gpb _ Y i
f f f

elde ederiz. Eger dO' = %323 esitliginin dis tii-

revini aldigimizda

d2)0” + 2 40°0° -2 0%q6° = 0, (44)
S S S

120



Spin(7) holonomisine sahip warped ¢arpim manifoldlarinin genellestirilmesi

olarak bulunur ve d@°, d@’ yerine yazildiginda

d(v—]i)zo ve benzer sekilde d(”?)zo oldugu

goriiliir. Yani -+ ve —2 sabit sayilardir. Bu sa-

bit sayilar ¢, ve ¢, olarak segilir ise, ispat ta-

mamlanmis olur.

Teorem 5’in ispatim asagidaki klasik sonucu
kullanarak tamamlayacagiz.

Teorem 8 (Kobayashi ve Nomizu, 1969): Her-
hangi iki baglantili, basit baglantili ve tam
Riemann manifoldlarimin kesitsel egrilikleri k
ise manifoldlar birbirine isometriktir.

Teorem 5’in ispati: Denklem (39) kullanilarak
F, ve F, manifoldlarinin kesitsel egriliklerinin
2
Ci

pozitif oldugu (K (F) =?J gosterilir. Teorem

8 kullanilarak, F, ve F,’nin S ’e isometrik ol-

dugu ve bu sonug ile de Teorem 5’in ispatini
elde etmis oluruz.

Ag¢iklama 9: Cozimiin varligt igin, A,B,zzl,é
ve a; (i=1,2) ifadelerini Onerme 6’nin ilk iki
sartin1 saglayacak sekilde bulmamiz gerekir.
Baz 1-formlarmm (&' ve Hf) dis tiire_vlerini kul-
lanarak, ilk sart otomatik saglanir. Ikinci sarti

¢ozmek yerine Yasui-Ootkusa ¢éziimiinii kulla-
nacagiz.

Yasui-Ootsuka metrik tahmini(ansatz)

ile karsilastirma

Biitiin 2-boyutlu Riemann metrikleri kosegen-
lestirilebilir oldugu i¢in, Yasui-Ootsuka tahmi-
ninde oldugu gibi, denklem (26)’da verilen

e’,e* ortanormal baz elemanlarini
(45)

olacak sekilde yazabiliriz. Ortogonal bir baz do-
nlistimii ile denklem (26)’da verilen B’nin sifir
yapilabilecegini ve tam olarak Yasui-Ootsuka

metrik yapisinin elde edilecegini gosterecegiz.
Ortanormal kotanjant demeti baz1 {e',e'} igin
ortogonal baz doniisiimiinii

~i _ pi_j i)
e =Pe +0¢,

A A (46)
é’:Pj’e’+Qj.e’,i=1,2,3

asagidaki sartlar1 saglayacak sekilde verelim,
PP' +Q0Q' =1, PP'+00' =0, PP' + Q0" =1.

O zaman yeni baz takimi

& =40 +BO, & =40 +Bo, (47)
olmak uzere

A= AP+ 40,B = BP+ BO,

A= AP+ 40,B = BP+ BO, (48)

sartlarin1 saglayacak sekilde yazabiliriz. Bu du-
rumda ortogonal doniisiim matrisi

P Q 1 FB +B
o e &=L @)
P Q) \B*+B*\&B &B
ve yeni ortanormal baz katsayilari
- f .
A= 7, B = Oa
VB + B’
] o (50)
Ia:gAB‘FAB é:g B2+é2’

olacak sekilde bulunur. Spin(7) holonomisine
sahip S° xS’ xR*> manifoldu iizerinde Yasui-
Oosuka tarafindan denklem (13) ile verilen ye-
rel ortanormal baz elemanlar1 kullanilarak,

3

A= %b“ sech(y), B=0,

1 1
21=%ab 4(1-tanh(y)), B=ab *,
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— 4 —
a,, =ab*, a, =0,
3

ay, =b* sech(y), (51)

a, =0,
seklinde segebilecegimiz fonksiyonlar, Onerme
6’da verilen {i¢ sart1 saglar ve metrigin Spin(7)
holonomisine sahip oldugunu direkt gosteren bir
ispat1 elde etmis oluruz. Boylelikle asagidaki
yardimci teoremi elde ederiz.

Yardimer Teorem 10: M manifoldu (3+3+2)
warped-benzeri bir ¢arpim manifoldu olsun. O
zaman (3+3+2) warped-benzeri metrikler sini-
finda, denklem (6) ile verilen Bonan formuna
karsilik gelen Spin(7) yapilart igerisinde, ayar
doniisiimlerine kadar denklem (15)’de verilen
sekilde tek bir metrik vardir.

Sonuc¢

Bu calismada, Yasui-Ootsuka tarafindan agik
olarak verilen metrigin bir genellemesi olarak,
(3+3+2) warped-benzeri ¢carpim metrik tanim-
lanmis ve denklem (6) ile verilen Bonan formu-
nun kapali olmasi durumunda Iif
manifoldlarinin bazi global sartlar altinda 3-
kiirelere isometrik oldugu ispat edilmistir. Bu
yolla Yasui-Ootsuka ¢Ozlimiiniin, (3+3+2)
warped-benzeri metrikler sinifinda, denklem (6)
ile belirlenmis olan Bonan formuna karsilik ge-
len Spin(7) yapilar igerisinde tek oldugu goste-
rilmistir.

Tesekkiir
Bu calisma TUBITAK Arastirma Projesi
(No:106T558) tarafindan desteklenmistir.
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