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Ozet

Bu ¢alismada bir ve iki parametreli kendine es operatér fonksiyonlarin bazi siniflari igin Riesz bazi
ve Ozdeger problemleri ele alimmistir. Ilk olarak iki parametreli sinrsiz dalga tipi operatér poli-
nomlarin spektral yapisi incelenmistir. Bu operator polinomlar asirt soniimlii olmayan operator
fonksiyonlarin ana simiflarindan birini olusturur. Burada bir parametre sabit tutuldugu zaman
spektrumun ayrik olmas ile ilgili teoremler verilmistir. Kok bolgelerinin bazi kisimlarinda reel 6z-
degerler icin varyasonel formiiller belirlenmistir. Bu, operator polinomlar simirlt bigime doniistii-
riilmeden yapumistir. Sozii edilen sinif i¢in sayisal bélge ve kok bolgelerinin yapisini incelemek
amactyla daha genel kendine es operator fonksiyonlart da kapsayan bir model olusturulmustur. Bu
model ¢ercevesinde kok bolgelerinin bazi kisimlarinda koklerin ve ozdegerlerin dagilimi ile ilgili
teoremler ispatlanmig ve kék bolgelerinin bazi baglantili kisimlar: belirlenmistir. Dalga tipi opera-
tor fonksiyonlarin bir ¢ogunda saglanan bazi dogal ek kosullar altinda kok bélgelerinin iist iiste
bindigi gosterilmistir. Son olarak kendine ey siirekli operator fonksiyonlar icin Riesz bazi problem-
leri ele alinmistir. Bazi kosullar altinda, yogun bir alt sinif icin 6zvektorlerin Riesz bazi olusturduk-
larimi gosteren bir teorem verilmistir. Genelde bu konu ile ilgili calismalarda faktorizasyon yontemi
kullanilmaktadir. Bu ¢alismada is Riesz bazi ile ilgili problemleri ¢ozmek icin spektral dagilim
fonksiyonlarina dayali tamamen farkl bir teknik kullanmilmistir.

Anahtar Kelimeler: Operator fonksiyonlar, spektrum, ozdeger, spektral dagilim fonksiyonu, Riesz
bazi.
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Riesz basis and eigenvalue problems
for self-adjoint operator pencils

Extended abstract

In this paper Riesz basis and eigenvalue problems
for some classes of one and two parameter operator
pencils are considered. Spectral problems for op-
erator pencils arise naturally from differential equa-
tions and boundary value problems, operator matri-
ces, evolution equations, controllable systems and
equations depending on one or more parameters.

One part of the problems studied here are varia-
tional problems for real eigenvalues for nonover-
damped type operator pencils.

1t is well known that discrete eigenvalues of a self-
adjoint operator A on a Hilbert space H which lie
below or above the limit spectrum (or essential spec-
trum) of A can be characterized by variational
principles applied to the Rayleigh quotients
p(x)=(A4x,x)/(x,x), xe H, x#0.

These variational principles were generalized to the

A -nonlinear eigenvalue problems of the form
L(A)x =0 by many authors, where the Rayleigh
quotient of a linear problem Ax = Ax was replaced
by the so-called Rayleigh functional p, which is a
homogeneous, real-valued, nonlinear functional de-
fined by the equation (L(p(x))x,x)=0 for x #0.

There are two cases in the variational theory of A -
nonlinear spectral problems:

A) The Rayleigh functional p(z)is defined on
the entire space H | {0} and the conditions
a) L(x)>>0, L(B)<<0,
b) the equation (L(A)x,x)=0 has
exactly one simple zero in (a,[}),
for every xe H \{O}
are satisfied. In this case the A -nonlinear
eigenvalue problem L(A)x =0 is called

overdamped.

B) The Rayleigh functional p(x) is defined
only on a conic proper subset of H | {O} and
the conditions given above are partially ful-
filled. Such spectral problems are called the

nonoverdamped ones.
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All operator functions considered in this paper are
assumed to be self-adjoint in a separable Hilbert
space H .

Notice that recent studies are concentrated on the
case B). The operator pencils of waveguide type
(w.g.t.) form one of the main classes of nonover-
damped operator pencils and have very important
applications to physical problems.

In the first part of the present study, the spectral
structure of two parameter operator pencils of
w.g.t. is studied. Theorems on discreteness of the
spectrum for a fixed parameter are given. Varia-
tional principles for real eigenvalues in some part of
the root zones are established.

Also, the structure of the numerical range and root
zones of a class of operator functions, arising from
one or two parameter operator pencils of w.g.t is
studied. We construct a general model of such kind
of operator pencils. In the frame of this model theo-
rems on distribution of roots and eigenvalues in
some parts of root zones are proved. Some con-
nected parts of the root zones are determined. It is
proved that root zones, under some natural condi-
tions which are satisfied for most of w.g.t. multi-
parameter spectral problems, overlap.

Another problem studied in this paper is the Riesz
basis problem for a class of self-adjoint operator
functions. It is known that if L is analytic in a sym-
metric neighborhood of an interval (a,b) and the

conditions

i) L(a)<<0, L(b)>>0,

ii) (L(A)x,x)=0, xeH \{0} has only one
root in (a,b),

iii) w(L)= {7}C (a,b), where m(L) denotes
the limit spectrum of L

are satisfied then the eigenvectors, corresponding to
eigenvalues in (a,b) form a Riesz basis.

But it is not clear still do we need a smoothness
condition on L(A) to obtain the same result. We

prove it for a subclass of continuous operator func-
tions and the last part is devoted to these problems.

Keywords: Operator pencils, spectrum, eigenvalue,
spectral distribution function, Riesz basis.
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Giris

Bu calismada bir ve iki parametreli operator
fonksiyonlarin bazi smiflar1 i¢in Riesz baz1 ve
0zdeger problemleri ele alinmaktadir. Operator
fonksiyonlarin spektral problemleri diferansiyel
denklemler ve sinir deger problemlerinden,
evolusyon denklemlerinden, kontrol edilebilir
sistemlerden, operator matrislerden ve bir veya
daha ¢ok parametreye bagl denklemlerden kay-
naklanir.

H Hilbert uzayinda tanimli kendine es bir A4
operatoriiniin esash spektrumu o, (A) 'nin al-
tinda veya tistiinde yer alan ayrik, yani izole ve
sonlu katli, 6zdegerlerinin ii¢ temel varyasyonel
ilkeyle karakterize edilebilecegi bilinmektedir.
Bunlar Rayleigh, Poincare-Ritz ve Courant-
Fisher-Weyl ilkeleridir ve Rayleigh oran1 olarak
adlandirilan  p(x) = (4x,x)/(x,x), xe H\{0}
ifadesine uygulanirlar.

Ornegin eger kendine es bir 4 operatdriiniin
esasli spektrumunun minimumunun altinda yer
alan Ozdegerleri, katliliklar1 da hesaba katarak
A <A <...<A <... seklinde gosterilsin. Bu
durumda 6zdegerler Rayleigh ilkesi araciligiyla
A =

n

min X

x#O,(x,x,):Op( )

i=l,...,n—1

seklinde ifade edilebilirler. Burada x,’ler A,
0zdegerlerine karsi gelen 6zvektorlerdir ve mi-
nimum deger x, Ozvektoriinde alinir. Benzer

sekilde sirasiyla Poincare-Ritz ilkesi araciligiyla

(1)

A = min max p(x
" LcD(A) xeL p( ),
dimL=n x#0

veya Courant-Fisher-Weyl ilkesi araciliiyla

A = max min p(x
" LcH xeD(A)p( )
dimL=n-1 xlL

seklinde ifade edilebilirler. Burada D ile ilgili
operatoriin tanim kiimesi gosterilmektedir

Bu varyasyonel ilkeler bir¢ok yazar tarafindan
L(A)x =0 seklinde A parametresine gore line-
er olmayan Ozdeger problemlerine genellesti-
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rilmistir. Bu durumda, lineer 4x = Ax proble-
mindeki p(x)=(A4x,x)/(x,x) Rayleigh oram
yerine (L(p(x))z,z) =0, x#0 denklemi yar-
dimiyla tanimlanan homojen, reel degerli ve li-
neer olmayan p Rayleigh fonksiyoneli alinir.

A ’ya gore lineer olmayan spektral problemlerin
varyasyonel teorisinde iki durum s6z konusu-
dur:

A) Rayleigh fonksiyoneli p(x), H\{0}
uzaymin tamaminda tanimhdir. Bu du-
rumda A’ya gore lineer olmayan
L(A)x =0 0zdeger problemine asirt so-
niimlii denir ve uygulanan yontemler
L(A), ieA:[a,ﬂ[ operatdr fonksi-

yonunun polinom seklinde, analitik,
diizgiin veya diizglin-olmayan olmasina
gore degisir. Bu konuda R. J. Duffin, R.
Turner, E. H. Rogers, B. Werner’a ait
klasik caligmalar1 anmak yerinde olur
(Werner, 1971). Ayrica Abramov (1983),
Markus (1988) ve Hasanov (2002)’a ba-
kilabilir.

B) Rayleigh fonksiyoneli

p(x) yalnizca

H\{0} uzayinin konik bir alt kiimesinde
tanimlidir ve yukarida adi gecen calis-
malarda belirtilen sartlar yalniz kismen
gergeklenir. Bu sartlar asagidaki gibidir:
a) L(a)>>0, L(p)<<0,
b) Herxe H\{0}i¢cin(L(A)x,x)=0
denkleminin]a, y/j [ araliginda

yalniz bir p(x) kokii olsun.

Bu sekildeki spektral problemlere asiri
sOniimlii olmayan adi verilir.

Son zamanlardaki c¢alismalar B) durumuna yo-
gunlagsmaktadir. Dalga tipi operatdr polinomlar
asir1 soniimlii olmayan operator fonksiyonlarin
onemli siniflarindan birisidir ve fiziksel prob-
lemlere ¢ok Onemli uygulamalart  vardir
(Abramov, 1986; Abramov, 1993; Hasanov,
2006; Kostyuchenko ve Orazov, 1986; Silber-
gleit ve Kopilevich, 1996).

Bu caligmanin ilk béliimiinde de, B) durumuna
dahil olan dalga tipi operator polinomlarin spek-
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tral yapis1 ve 6zdegerlerinin varyasyonel ilkeler
yardimiyla verilmesi ele alinmaktadir. E.M.
Barston asir1 soniimlii olmayan ikinci derece
0zdeger problemlerinin bir sinifin1 ele almis ve
sonlu boyutlu durumda reel Ozdegerlerin
varyasyonel karakterizasyonunu vermistir (Bar-
ston, 1974). Sonsuz boyutlu durumda lineer ol-
mayan, asirt sonimlii olmayan &zdeger prob-
lemleri i¢in minmax ilkeleri ilk olarak Voss ve
Werner (1982)’de verilmis gibi goriinmektedir
(ayrica bkz. Voss (2003a) ve Voss (2003b)). Bu
makalelerde varyasyonel ilkeler, etkilesime gi-
ren akiskan-kati yapilarin titresiminden kaynak-
lanan bir rasyonel 6zdeger probleminin 6z-
degerlerini belirlemek i¢in kullanilir.

Asirt soniimlii olmayan spektral problemlerin
daha genis bir sinifi da blok operatdr matrislerin
spektral problemleri ve A -rasyonel Sturm-
Liouville problemleriyle baglantilidir (Binding
vd., 2000; Eschwé ve Langer, 2004). Asir1 so-
nimlii olmayan, R reel sayilar kiimesinin bir

[a,B] arah@inda tammh ve degerleri sirli

kendine es operatorler olan daha genel operator
fonksiyonlar Binding ve digerleri (2000)’nde ele
alinmistir. Burada, asir1 sontimlii spektral prob-
lemler icin yukarida a) ve b) ile verilen klasik
kosullar saglamaz (ayrica bkz. Griniv ve
Mel’nik (1997)).

Yukaridaki a) kosulundan
Kk, =dim{E|0#xeE,(L(a)x,x)<0}=0

sonucu ¢ikar. Asir1 soniimli spektral problem-
lerde indeks Otelemesi olmamasinin sebebi bu-
dur. Binding ve digerleri (2000) (bkz. Teorem

3.5) x,>0 durumunda klasik varyasonel ilke
(1)’in yerini

A =

. min - sup p(x), n=12,...
dimL=n+x,

xe
a x#0

ifadesinin aldigini gostermistir. Bu formiiliin ve
Courant-Fisher-Weyl ilkesinin bir benzeri, de-
gerleri kendine es sinirsiz operatdrler siifindan
olan operator polinomlar i¢in Eshwé ve Langer
(2004)’de (bkz. s. 293, Teorem 2.1) verilmistir.
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Genelde operator polinomlar diferansiyel denk-
lemlerden ortaya ¢ikarlar ve bundan dolay1 si-
nirsiz operatdr fonksiyonlardir. Diger taraftan
bazi sinirsiz operator polinomlari sinirlilara do-
niistirmek i¢in standart teknikler vardir. Ancak
bazi1 durumlarda, 6zellikle de dalga tipi operator
polinomlar  durumunda, smirsiz  operator
polinomlarla ugragsmak daha iyidir. Bu nedenle,
bu calismada Eschwé ve Langer (2004)’deki
yontemler ve verilen sonuglar kullanilarak dalga
tipt operatér polinomlarin reel 6zdegerleri icin
varyasyonel ilkeler verilmektedir.

Calismada ele alinan diger bir konu da kendine
es operator fonksiyonlarin bir sinifi i¢in Riesz

bazi problemleridir. {Au,} " vektorler sistemi
H Hilbert uzaymin bir ortonormal bazi olacak
sekilde bir A4 tersinir operatorii mevcutsa
{u,}” vektorler sistemine H’in bir Riesz bazi
adi1 verilir. Kendine es analitik operator fonksi-
yonlarin 6zvektorlerinin Riesz bazi1 6zellikle-

riyle ilgili olarak asagidaki teoremden Sonug 1
elde edilir.

Teorem 1 (Markus, 1988). Reel sayilarin bir
aralig1 [a,b] , onun R’ye gore simetrik baglantili
bir civar1 U ve L(A) operator fonksiyonu U iiz-
erinde tanimli, kendine es ve analitik olsun.
Eger L(a)<<0, L(b)>>0 ve, (L(A)x,x)=0
(x#0) fonksiyonunun U’da bir ve yalniz bir
kokii varsa, o =zaman L(A) fonksiyonu

L(A)=L (A)AI -Z) seklinde ¢arpanlara ayri-
labilir. Burada L, (4) operatdr fonksiyonu anali-

tik ve U’da tersinirdir. Z siirlt bir operator ve
o(Z)c (a,b)dir. Ayrica Z kendine es bir ope-
ratore benzerdir.

Sonu¢ 1 (Markus, 1988).
(L) = { 7/} olsun. Bu takdirde Teorem 1’in sart-

Bir y e(a,b) ig¢in

lar1 altinda L’nin (a,b) aralifindaki 6zdeger-

lerine kars1 gelen 6zvektorleri Riesz bazi olustu-
rurlar.

Calismanin devaminda 7(L) ile L operatdr
fonksiyonunun limit spektrumu yani
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7(L)=1{A e (a,b)| I =1,

x, ——0, L(1)x, — 0}

n’ ‘xn

kiimesi gosterilmektedir (bazen esash spektrum
olarak da adlandirilir ve o, (L) ile gosterilir.)

ess

Benzer sonuglar, yine carpanlara ayirma formii-
lii aracihgiyla, C*([a,b],S(H)) smifindan ope-
rator fonksiyonlar i¢in Markus ve Matsaev
(1991, 1993)’de verilmistir. S(H) ile H Hil-
bert uzayinda kendine es sinirli operatorler ve
genel olarak C*([a,b],S(H)) ile [a,b]’de ta-
nimli, k-defa siirekli diferansiyellenebilir ve de-
gerleri S(H)’de olan operatdr fonksiyonlar si-

nifi gosterilmektedir. Ayrica Azizov ve digerleri
(2000) ve Matsaev ve Spiegel (1993) makalele-
rine de bakilabilir.

C([a,b],S(H)) smnifindan olan ve Teorem 1’in
sartlarin1 saglayan operator fonksiyonlarin 6z-
vektorlerinin, 7(L)={y}c(a,b) durumunda,
Riesz bazi oOzellikleriyle ilgili problem hala
aciktir. Daha net ifade edilecek olursa,
LeC([a,b],S(H)), L(a)<<0, L(b)>>0, her
x e H\{0} vektori icin (L(A)x,x)=0 fonksi-
yonunun (a,b) araliginda bir ve yalniz bir kokii
var ve (L) = {7/} c (a,b) ise L’nin (a,b)’deki

0zdegerlerine karst gelen Ozvektorlerinin H
uzayinda bir Riesz bazi olusturduguna yada
H ’da tam olduguna dair bir hipotez vardir. Yu-
karidaki makalelerin tamaminda 6zvektorlerin
baz ozellikleri ¢arpanlara ayirma yontemi yar-
dimiyla incelenmistir ve bu yontem L operator
fonksiyonunun bir kisim diizgilinliik kosullarini
saglamasin1 gerektirir. Bu g¢alismada ise ayni
problem C([a,b],S(H))’in bir alt sinifinda

spektral dagilim fonksiyonuna dayanan yeni bir
varyasyonel yaklagimla ele alinmaktadir.

Caligsmanin ilk boliimiinde, iki parametreye bag-
11 dalga tipi sinirsiz operator polinomlarin spekt-
ral yapis1 incelenmektedir. Bir parametre sabit
tutuldugu zaman spektrumun ayrik olmasiyla
ilgili teoremler verilmektedir. Kok bolgelerinin
bazi  kisimlarinda reel oOzdegerler ig¢in
varyasyonel ilkeler ortaya konulmaktadir. Ikinci
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boliimde, bir veya iki parametreli dalga tipi ope-
rator polinomlardan kaynaklanan bir operator
fonksiyonlar smifi icin sayisal bolge ve kok
bolgeleri ele alinmaktadir. Bu tip operator fonk-
siyonlar i¢in genel bir model insa edilmekte ve
bu model cercevesinde kok bdlgelerinin bazi
kisimlarinda koklerin ve 6zdegerlerin dagilimi
ile ilgili teoremler verilmektedir. Kok bolgeleri-
nin bazi baglantili kisimlar1 belirlenmektedir.
Cok parametreli dalga tipi spektral problemlerin
cogu i¢in gerceklenen bazi dogal ek kosullar
altinda kok bolgelerinin ayrik olmadigi goste-
rilmektedir. Son kisimda ise C([a,b],S(H))

sinifindan operatér fonksiyonlarin 6zvektorleri
ile ilgili yukarida sozii edilen hipotezin bazi ko-
sullar altinda yogun bir alt sinifta dogru oldugu
gosterilmektedir.

Bu ¢alismadaki sonuglarin ¢ogu ayrintili olarak
Colakoglu ve digerleri (2006) ve Hasanov ve
digerleri (2006)’da verilmistir. Bundan dolay1
cogu sonuglar ispatsiz olarak verilmektedir.

Iki parametreli dalga tipi operatér
polinomlarin 6zdegerleri
Bu boéliimde

L(k,w)y=A+Y k*C_ +

s=1

n—1 (2)
+> k> B +iwD - w'l

s=0

seklindeki operator polinomlarin spektral yapisi
incelenmekte ve reel 6zdegerleri i¢in varyasyon
ilkeleri verilmektedir. Burada 4, D, B, ve C_,

s=0,1,...,n—1 operatorleri H Hilbert uzayinda
simetrik operatorlerdir ve C, | disindakiler s1-

nirsiz olabilirler. Ayrica asagida Tanim 1°de ve-
rilen kosullarin saglandigini kabul edilmektedir.
Bu sinifa dalga tipi operator polinomlar adi veri-
lir (Abramov, 1993; Silbergleit ve Kopilevich
1983). Bu tip operatdr polinomlar dalga sistem-
lerinden kaynaklanir ve k parametresi dalga
sayisini, w ise frekansi gdstermektedir.

Bu calismada bazi1 sonuclar D # 0 durumu igin
verilse de, sonuglarin bir kisminda D =0 oldu-
gu kabul edilmektedir.
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Iki parametreli operatdr fonksiyonlar icin spekt-
rum (L) ve dzdegerler kiimesi o, (L)

o(L)={(k,w)|0e o (L(k,w))},
o, (L)={(k,w)|0 e, (L(k,w))}

seklinde tanimlanir. Burada o (L(k,w)) ile L
operator fonksiyonunun (k,w) noktasindaki de-
geri olan L(k,w) operatdriiniin spektrumu gos-
terilmektedir. Regiiler noktalar kiimesi p(L) ve
limit spektrum 7(L) de benzer sekilde tanimla-

nir. Bunlarin disinda w parametresinin sabit bir
degerine kars1 gelen 6zdegerler ve k dalga sayi-
sinin sabit bir degerine kars1 gelen 6zdegerler
sirastyla

ol (L) ={k|(k,wyeo, (L)},
ol (L)={w|(k,w)eo,(L)}

seklinde tanimlanir. o (L), o,(L), x,(L) ve
7, (L) spektral kiimeleri de benzer sekilde ta-
nimlanir. Bu boliimde esas olarak o (L) ve
U; (L) kiumelerinin yapisi ve o, (L) deki reel

0zdegerlerin varyasyonel formiillerle verilmesi
ele alinmaktadir.

Tammm 1 (Silbergleit ve Kopilevich 1983,
s.285). Asagida verilen sartlart saglayan, (2)
formundaki iki parametreli L(k,w) operator po-

linomuna dalga tipi operatdr polinom adi verilir:

(I) A4 kendine es negatif olmayan bir operator,
(A+1)"eS,, D simetrik bir operator ve
D(A+1)"* €S, ’dur. Burada S, kom-

pakt operatorler kiimesidir.

(II) C,, smirh ve pozitif definit bir operator-

diir:

¢ (u,u) < (C, u,u) < ¢, (u,u),
B,s=0,1,..,n-1

C,s=0,1,...,n—2 operatorleri simetrik

0<c¢ <c, saylart vardir oyle ki
ueH,

(I111) ve

Ve

Iv)
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(A+D)"B 4+ esS,,
(A+D)"C(A+1)"* eS8,

dir. Bu sartlar, 6zel olarak
D(A+1)"*)c=D(B,),s=0,1,...
D(A+1)"*)c=D(C,),s=0,1,...
oldugu anlamina gelir.

Her k eRve u e D(4+1)"?) icin

(Au,u)+ D k> (C,u,u)+
s=1

n—1

+Z K (Bu,u) > 1 (u,u)

s=0
olacak sekilde bir x>0 sayis1 vardir.

Buna ek olarak iki parametreli dalga tipi bir op-
erator polinom, eger asagidaki kosulu saglarsa,
enerji stabilite kosulunu sagliyor denir:

(V) Her k eRve ueD(4+1)"?) igin

(Au,u)+ Y k> (C_u,u)+

s=1

n—l1
+D T (Buyu) 2 (K + ¢ (u,u)

s=0

olacak sekilde ¢>=0 ve c¢,>0 sayilar
vardir.

Yukarida s6zii edildigi gibi (I)-(V) kosullar1 do-
gal olarak fiziksel problemlerden ortaya ¢ikar ve
dalga sistemlerinin genis bir sinifi tarafindan
saglanir (Kostyuchenko ve Orazov, 1986; Sil-
bergleit ve Kopilevich, 1996).

Simdi o, (L) ve o,(L) spektral kiimelerinin

ayrik oldugunu, yani sonlu kath izole 6zdeger-
lerden olustugunu gosteren teoremler verilmek-
tedir.

Teorem 2 (Colakoglu vd., 2006). L(k,w) enerji

stabilite sartin1 saglayan dalga tipi bir operator
polinom olsun. Bu takdirde her weR igin
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o,(L) ayriktir. Ayrica, eger D=0 ise o, (L)
her w € C, kompleks sayilar kiimesi i¢in ayriktir.

Teorem 3 (Colakoglu vd., 2006). L(k,w) ope-
rator polinomu (I)-(III) kosullarin1 saglasin. Bu
takdirde her k €C i¢in o, (L) ayriktir.

n =1 durumunda, genellestirilmis

(L, (k)x,x)=(Ax,x)+ k(Bx,x)
+k*(Cx,x)—w*(x,x)=0, xe D

kuadratik form denklemi Rayleigh fonksiyonel-
leri olarak adlandirilan

—(Bx,x)x\/d(x,w)

2(Cx,x)

pa(x,w) =

fonksiyonellerini tanimlar. Burada
d(x,w) = (Bx,x)* —4((4—w'I)x,x)(Cx, x)
seklindedir. Burada D := D[(4 + 1)"*] dir.

Dalga tipi operatdr polinomlar asir1 soniimlii
olmayan operator fonksiyonlar sinifina girerler
dolayisiyla d(x,w)>=0 kosulu her xeD igin
saglanmaz. Bunu hesaba katarak

G(w) = {x eD|d(x,w)> 0}
ve p,(x,w) fonksiyonellerinin tanim kiimesi
G'(w) = {x e D\ {0} | d(x,w) > 0}

konik kiumeleri ve bu kimeler izerinde

p.(x,w) fonksiyonellerinin sinirlari

k_(w)= inf p_(x,w),

xeG(w)

k' = inf W),

(W)= inf 'p (x,w)

k'.(w)= sup p,(x,w),
xeG'(w)

8, (w)= sup p_(x,w).

xeG(w)

k,(w)= sup p, (x,w),

xeG(w)

— inf
o_(w) x;g(w)za(x,W),

tanimlansin. Burada
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' W<k (W)y<o wW=o, (w) <k, (w)<k' (w)
oldugu aciktir (0 (w)<9,(w) esitsizligi i¢in
bkz. Abramov (1993)).

Asagidaki teorem [k_(w), 5_(w)) araligindaki

Ozdegerler i¢in ifade edilmistir. Benzer sekilde
(8.(w), k,(w)] araligi i¢in de ifade edilebilir.

Teorem 4 (Colakoglu vd., 2006). L (k) ikinci
dereceden dalga tipi bir operator polinom
(n=1), A= [k_(w), 5_(w)) ve k_(w)<o_(w)
olsun. Bu takdirde

a) A’dayalniz sonlu sayida 6zdeger vardir:
bunlar, katliliklar da hesaba katilarak

kf(w)<k,(w)<...<k, (w) seklinde si-
ralansin,
b) Tim oOzdegerler negatif tiptir, yani her
xekerL (k)\{0} ve keo, (L)NA igin
(L' (k)x,x)< 0 dr,
c) k (w)= Ianlg r?ixp_(x,w), i=L2,...,n
dimL=i x#0

k;(wy=max mnf p (x,w),i=12...,n
LcH xeD,x#0
dimL=i-1 x10

n>1 durumunda benzer bir teorem uygun se-
kilde secilen bir A araligindaki 6zdegerler i¢in
verilebilir. Hazirlik amaciyla asagidaki kosulu
verilmektedir.

Kosul 1. Her x e D, x #0 i¢in asagidakilerden
birisi saglanir:

a) [ (H)[x]>0,VkeA,

b) [ (k)[x]<0,VkeA,

c) [, (k)[x]=0 olacak sekilde bir tek
k, € A vardir ve [ (k)[x] fonksiyonu £,
degerinde azalandir.

Burada [/ (k)[x]:= (L, (k)x,x) tir.

Rayleigh fonksiyoneli yalniz ¢) durumunda,
p(x) =k, olarak, iyi tanimlidir. D kiimesindeki

diger vektorler i¢in p(x) fonksiyoneli
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eger Vk € A igin [ (k)[x] < Oise,

_w,
p(x)= - . .
eger Vk e A igin [ (k)[x] > O1ise,

+o0,

seklinde genisletilebilir. Bu sekilde genisletilmis
olan fonksiyonele genellestirilmis Rayleigh
fonksiyoneli ad1 verilir (Binding vd., 2000).

Teorem 5 (Colakoglu vd., 2006). L (k) dalga
tipi bir operator polinom ve w,k €R olsun. Bu
takdirde o, (L) veo, (L) ayriktir. Ayrica, eger
L, (k) bir A=[a,p]c R araliginda Kosul 1’i
saglarsa, [a, f] araligindaki {k,(w)}., O6zdeger-
leri katliliklar hesaba katilarak azalmayan sirada

siralanmis olmak iizere asagidaki varyasyonel
ilkelerle verilir:

k(w)= min max p(x,w),
LcD xel
dimL=i+x_(a) x#0
k(w)=  max inf X, W).
’( ) LcH xeD,x¢0p( W)
dimL=x_(a)+i-1 x1L
Burada

K (@) :=max dim{E |1, (a)[x]<0,0#xe E}

seklinde tanimlanir.

Bu boliimde son olarak n =1 durumunda reel
O0zdegerlerin hareketi ile ilgili bir sonug veril-

mektedir. k (w) (k' (w)) ile [k_(w),5 (w))
((5.(w),k,(w)]) araligindaki ozdegerler azal-

mayan (artmayan) sirada gosterilirse asagidaki
sonug¢ elde edilir.

Sonu¢ 2 (Colakoglu vd., 2006). i indisini sabit
tutuldugunda w— +o0 icin k" (w) Ozdegeri sa-

ga ve k, (w) ozdegeri sola hareket eder.

Kendine es operator fonksiyonlarin bir

sinifi icin sayisal bolge

Bu boliimde bir ve iki parametreli dalga tipi op-
erator polinomlardan kaynaklanan bir kendine
es operatdr fonksiyonlar sinifi i¢in sayisal bolge
ve kok bolgelerinin yapist incelenmektedir.

Bunlar 6zellikle dalga tipi operator polinomlarin
varyasyonel teorisi i¢in 6nemlidir. Cok paramet-
reli operatér fonksiyonlarin spektrumunun
varyasyonel teorisindeki esas zorluklar kok bol-
gelerinin st liste binmesinden, yani operator
fonksiyonlarin asir1  soniimlii  olmamasindan
kaynaklanir. Bu nedenle yalniz dalga tipi opera-
tor polinomlar1 degil ama daha genis bir asiri
soniimlii olmayan operator fonksiyonlar sinifini
icine alan genel bir model olusturulmaktadir.
So6zii edilen problemler bu model cercevesinde
ele alinmaktadir. Bunu yaparken, ilgilenilen
problemlerden dolayi, katsayilarla ilgili kosullar
yerine onlardan elde edilen ve incelenen du-
rumda uygulanmasi daha kolay olan kosullarla
ugrasmak tercih edilmektedir. Boylece agagida-
ki kosullarla verilen bir model kurulmaktadir:

(Al) L(k):[a,b]—> S(H), LeC'la,b] ve H
Hilbert uzayindaki bir G' konisine ait her
x#0 elemani i¢in (L(k)x,x)=0 denkle-
minin [a,b] araliginda yalmz iki kokii
p_(x) ve p (x) vardir (burada kathiliklar
g0z Oniine alinmistir ve p (x) < p, (x) ’tir)
ve diger xe H \{0} icin [a,b] araliginda
kokii yoktur.

Eger xeG ise (L'(p_(x)x,x)<0 ve
(L'(p,(x))x,x)>0 olur. Burada

G= {x eG'|p_(x)# p+(x)}.

(L(k)x,x) <0 olacak sekilde bir k €[a,b]
sayisinin bulunmasi i¢in gerek ve yeter

sart x € G olmasidir.
Eger {x }cG' dizisi xeG' elemanina

(A2)

(A3)

(A4)
zay1f yakinsaksa liminf p (x, )= p_(x) ve
limsup p, (x,) < p, (x) olur.

L operator fonksiyonu igin

W'pt = {pi(x) |x e G'},
W, = {pi(x) |x e G}
kiimelerine kok bolgeleri ad1 verilir.

(L(k)x,x)=0 denkleminin reel bir k; kokiine,

(L'(ky)x,x) ifadesinin isaretine bagli olarak po-
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zitif tip, negatif tip veya notr denir. Benzer se-
kilde L operatdr fonksiyonun k, x 6zdeger Oz-
vektor ¢iftine yine (L'(k)x,x) nin isaretine bagl
olarak pozitif tip, negatif tip veya notr denir. Bir
k 6zdegeri, kars1 gelen biitiin 6zvektorlerle pozi-
tif tip ¢ift olusturuyorsa k 6zdegeri pozitif tiptir
denir. Negatif ve ndtr 6zdeger kavramlar1 da
benzer sekilde tanimlanir.

p. fonksiyonellerinin G ve G' kiimeleri iize-
rindeki sinirlart asagidaki gibi tanimlanir:

6_=inf p,(x),k_=inf p_(x), k' =inf p_(x),
o, =sup p_(x),k, =sup p_(x), k', =sup p,(x).

xeG xeG xeG'

Teorem 6. L operator fonksiyonu (Al)-(A4)
kosullarim1 saglasin. Bu durumda asagidakiler
dogrudur:

(1) k, eor(L)=0(L)NR,

(i1) Eger k, (k) noktast o(L) ’nin bir limit
noktast  degilse, o zaman  her
keW', N6, k] (keW', N[k ,5))
pozitif (negatif) tip bir koktiir. Ozel ola-
rak, (0,,k,] ([k_,0 )) araligindaki tiim
0zdegerler pozitif (negatif) tiptir.

[spat. Ilk olarak (i) sikk1 &, igin ispatlanacaktir.

x,€G,x|=Lp(x)>k,x, —x (3)

kosullarini saglayan bir {x } dizisi almnsin,

|(L(k,)x,,x,)

<|Ztk)-L(p.(x,))|

esitsizliginden lim(L(k, )x,,x,)=0 elde edilir.

(A2)-(A3)’ kosullarindan ve k, ‘nin tanimindan
L(k,)=0’dir. Buradan da

(4)

elde edilir. (3) ve (4)’l saglayan bir dizinin var
olmasindan k&, € o,(L) sonucu cikar. Benzer

lim L(k,)x, =0, L(k,)x=0

sekilde £ € o,(L) oldugu da ispatlanir.

&3

(i1)’y1 ispatlamak i¢in W', " (J,,k, ] deki kok-
lerin pozitif tip oldugunu gosterilecektir. ilk ola-
rak &, ’nmn 6zdeger oldugunu ve pozitif tip ¢ift
olusturdugu bir 6zvektdre sahip oldugu gdosteri-
lecektir. (3) ve (4) ozelliklerini saglayan bir dizi
secerilirse k, o(L) ’nin bir limit noktast olma-
dig1i¢in x# 0 ve (4)’ten x, k, 6zdegerine karsi
gelen bir 6zvektordiir. (A4) kosulundan

p.(x)=p_(x) 2 limsup p (x,) - liminf p_(x,)
olur. p, (x,) — k, oldugu icin bir alt dizi i¢in

p.(¥)=p_(x) 2 lim p, (x,)~1im p_(x,)

yazilabilir. Esitsizligin sag tarafi pozitiftir ve
lim p, (x,)—1lim p_(x,) =0 durumunda

k,=lmp (x)=lmp (x,)<0,

olacaktir ki o, <k, olmasiyla ¢elisir. Boylece
p.(x)<p.(x) ve xeG olur. (A4) kosulundan
k. < p.(x) oldugu i¢in k£, = p, (x) elde edilir
ve k., x ¢ifti (A2)’den dolay1 pozitif tiptir.

Simdi &, 'nin pozitif tip bir 6zdeger oldugunu
gosterilecektir. k, ’ya karsi gelen bir 6zvektor

z#0 olsun. Eger z negatif tip olursa bu
k. °nin tanmmiyla celisir. z notr de olamaz.

(L'(k,)z,z)=0 oldugu kabul edilirse ve x,
k. ’ya kars1 gelen pozitif tip bir 6zvektor olmak
z =tx+(1-t)z, t€[0,1]
L(k, )z, =0 oldugundan dolayr ¢<[0,1] igin
z,€G' ve p.(z,)=k, olur. K={z |te[0,1]}
olmak tizere K — G' yol baglantili bir kiime
olur. p_’nin G' uzerinde surekli,

p(z)=p.(2)=k, ve p.(z)=p.(x)<6, ol-
duguna dikkat ediniz. p_(K) baglantili oldugu

luzere alinirsa

igin her ke(p_(x),p_(z)) bir z €K vardir
oyle ki p (z, )=k olsun. Eger k, 0, <k<k,
sekilde p(z)=k<k.,

olacak secilirse
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ve z,€G sonucu elde edilir.

p+ (Zt*) = k+
p_(z,)=k>0, oldugu i¢in bu ¢, 'nin tanimiy-
la gelisir. Dolayisiyla z nétr olamaz ve k, 'nin

pozitif tip bir 6zdegerdir.

Simdi ise (L(k,)z,z)=0 1ise (L'(k,)z,z)>0
olacagini ispatlanacaktir. L(k,) >0 oldugu i¢in

L)z <||LCk)| (LK, )z, 2)

yazilabilir. Buradan k, 'nin 6zdeger, z 'nin ise

ona kars1 gelen 6zvektor oldugu ve dolayisiyla
pozitif tip bir ¢ift olusturduklar1 goriiliir.

k noktas1 0, <k <k, esitsizligini saglasin ve z
icin (L(k)z,z)=0 denkleminin bir kokii olsun.
(L'(k)z,z) <0 olamaz ¢ilinkii buradan ze G ve
k= p_(z) oldugu sonucu ¢ikar ki o, <k esit-
sizligiyle ¢elisir. (L'(k)z,z)=0 oldugu kabul
edilirse k£ = p,(z) olacaktir. k, 6zdegerine kar-

st gelen pozitif tip bir x 6zvektorii alinsin ve
z, =z+ax tanimlansi. Gerektiginde x yerine

—x yazarak Re (L(k)z,x)<0 oldugunu kabul
edilebilir. 6, <k <k, oldugu icin (L(k)x,x)<0
olacaktir ve bundan dolay1 & >0 i¢in
(L(k)z,,z,)=(L(k)z,z)+2a Re (L(k)z,x)+
+a’(L(k)x,x)<0

olacaktir. (A3) kosulundan >0 i¢in z, €G
ve buradan da

5.2 lim p (z,)=p (z) =k
elde edilir ki &, <k ile gelisir. W 'p, N[k_,0))
durumu da benzer sekilde incelenir.

Teorem 7. L operatdr fonksiyonu (Al)-(A4)
kosullarini saglasmn. Eger keW' n(k, k']

(keW', N[k' ,k)) ise k notr bir 6zdegerdir.

(A1)-(A4) kosullarin1 saglayan operator fonksi-
yon i¢in W, kimeleri baglantili olmayabilir.
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W, kimelerinin bazi kisimlarinin baglantili ol-

dugunu gosterilecektir. Bu amacla

G, :{xeG|p+(x)>5+},
G = {xe Glp_(x)< 5_}
kiimeleri tanimlansin. Eger G, (G ) bos degil-

se W, 'nin bazi parcalar1 baglantilidir.

J,.=p.(G,) olsun. Eger G, (G ) bossa J,
(J_)’yi bos kabul edilsin. G, #& durumunda
J =W, n(b,,k] ve J =W, n[k_,6.) ola-

caktir.

Teorem 8. L operatdr fonksiyonu (A1l)-(A4)
kosullarin1 saglasin. Eger H kompleks bir Hil-
bert uzaytysa, G, yol baglantili ve J, baglanti-

lidur.

Ispat. p, fonksiyonelleri G iizerinde siirekli
oldugu i¢in J, ’nin baglantili olmas: G, 'nin yol
baglantili olmasindan ¢ikar. G, ’nin yol baglan-

p.(»)>06,,
p (x)<o, ve p (y)<9, olacaktir. £ >0 sayisi

tibdir. x,yeG, ise p,(x)>0,,

p.(x)>0, +¢, p.(y)>9d, +¢ olacak sekilde

segilir ve k =0, +¢ alinirsa

ke(p_(x), p.(x) N (p_(¥), p_(¥)) )
olur. A=1 wveya -1 secilsin Ooyle ki
Re [/”t(L(k)x, y)] pozitif olmasmn. X=Ax,

z,=ax+(-a)y, a<[0,1] seklinde tanmimla-

nirsa

(L(k)z,,z,)=a’ (L(k)x,x)+
+H2a(l-a)Re[A(L(k)x,y)]+

+(1-a)*(L(k)y, )
olur. Eger x € G ise (A2) ve (A3)’ten dolay1

(L()x,x) <0 =1 e(p_(x),p.(x))
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olacaktir. ¢t =k secilirse (5)’ten (L(k)x,x)<0
ve (L(k)y,y)<0 sonucu g¢ikar. Buradan
a <[0,1] i¢in (L(k)z,,z,)<0 olur. Bu da
z,€G ve k< p,(z,) sonucu verir. k>0, ol-
duguna gore a €[0,1] i¢in z, € G, olur. Dola-
yisiyla X ile y vektorleri1 G, 'nin i¢inde kalan
bir dogru parcas1 ile birlestirilebilirler. H
kompleks bir uzay oldugu i¢cin A=-1 duru-
munda x ve -x vektorleri G, ’da xe”,
0<op<rm

Benzer bir ispat G_ i¢in de verilebilir.

egrisi aracilifiyla birlestirilebilir.

Baz1 ek kosullar altinda kok bdlgeleri {ist iiste
biner.

Teorem 9. L operator fonksiyonu (Al)-(A4)
kosullarini saglasin. Eger G#=J ve G # H \{0}

ise 6 <9, olur.

Ispat. G#@ kosulundan x, € G vardir. Diger
taraftan G = H\{0} kosulundan x, ¢ G vardur.
x,’den x,’ye bir yol z, =(1-¢t)x, +#x,, 0<t<1
seklinde olacaktir. x, € G, x,¢G ve G agik
oldugu i¢in bir ¢ €(0,1] sayis1 vardir dyle ki
her 1 €[0,t,) i¢in z, € G olsun. G =G" oldugu

icin z, € G' olur. Simdi

5 =inf p.(2)< lim p.(z)=p,(z.) =
ze >t~

=p-(z,)= lim p (z)=supp_(2)=4,

zeG

yazilabilir.

Analitik olmayan operator
fonksiyonlarin bir sinifi i¢in

ozvektorlerden olusan Riesz bazlari

Bu boliimde kendine es ve siirekli operator
fonksiyonlarin bir siifi i¢in Riesz bazi 6zellik-
lerini ele alinmaktadir. Boliimiin devaminda
asagidaki kosulun saglandigini kabul edilmek-
tedir:
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Kosul 2. L(a) << 0, L(b)>>0, her x € H\{0}
icin (L()x,x) fonksiyonunun (a,b) araliginda
tek bir kokii vardir ve 7(L) ={y} € (a,b).

C([a,b],S(H)) uzaymin yogun bir alt uzayin-
da, eger y’nm saginda yada solundaki 6zde-

gerler sonlu sayida ise, Kosul 2 altinda L opera-
tor fonksiyonunun (a,b) aralifindaki 0Oz-

degerlerine karsi gelen ozvektorlerinin Riesz
bazi olusturdugunu gosteren bir teorem veril-

mektedir. SOzii gegen sinif Cf ([a,b],S(H)) ile

gosterilmektedir. Bu boliimde verilen esas so-
nu¢ asagida tanimlanan yaklasik Riesz bazi kav-
ramiyla baglantilidir.

Tanmm 2. LeC([a,b],S(H)) olsun.
n— oo i¢in L = L (diizgiin) olacak sekilde bir
{L,}", €C([a,b],S(H)) dizisi var ve her n igin

L ’in 6zvektorleri H uzayinda Riesz bazi olus-

Eger

turuyorsa L operatér fonksiyonunun 6zvektor-
leri yaklasik Riesz bazi olusturuyor denir.

PW([a,b],S(H)) ile parcali lineer ve siirekli

operator fonksiyonlar1 gosterilsin (Hasanov,
2002; Maksudov ve Gasanov  1993).

PWyF([a,b],S(H)) alt uzayi Cf([a,b],S(H))

alt uzay1 benzer sekilde tanimlaniyor. Esas ola-
rak yukaridaki kaynaklarda verilen yaklastirim
yontemini kullanilmaktadir. Bu ydnteme gore
Rayleigh sistemi aksiyomlarimi (bkz. Abramov,
1983; Maksudov ve Gasanov 1993) saglayan bir
siirekli operator fonksiyona ayni siniftan pargali
lineer olanlarla yaklasilabilir. Bu boliimde ele
alman operator fonksiyonlar Rayleigh sistemle-
rinin bir alt sinifin1 olusturur. Bu nedenle ilk
olarak pargali lineer operatér fonksiyonlar icin
baz problemiyle ilgili bir teorem verilmektedir.

Teorem 10 (Hasanov  vd., 20006).
L e PW([a,b],S(H)) operatoér fonksiyonu Ko-

sul 2’yi saglansin. Eger L operatdr fonksiyonu
% noktasinda tiretilebilir veya

LePW/([a,b),S(H)) ise [a,b] arahigindaki

Ozdegerlerine kars1 gelen 6zvektorleri H da Ri-
esz bazi olustur.
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Bu teorem yardimiyla sonug¢ olarak asagidaki
teorem elde edilir.

Teorem 11 (Hasanov vd., 2006). Eger bir L op-
erator fonksiyonu Kosul 2’yi saglar  ve

Le Cf([a,b],S(H)) ise bu takdirde L’nin 6z-

vektorleri yaklasik Riesz bazi olustur.
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