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Ozet

Bir K global cisminin abelyen genislemeleri ve bu geniglemelerin aritmetik yapilar: tamamen ta-
ban cisim K ve buna bagh degismezler yardimiyla Artin karsilikliik yasasi ile betimlenmektedir.
K global cisminin abelyen olmayan Galois genislemelerini de icerecek sekilde genel bir kuram hi-
potetik olarak insa edilecek olursa Langlands’'in karsilikliik ilkesine, daha genel olarak da
Langlands’in fonktorsellik ilkesine varilir. Bu derleme c¢alismasinda sayr cisimleri igin
Langlands i karsilikhilik ilkesinin ne oldugunu kisaca ézetlemeye calisacagiz. Ilk olarak, K say
cismi i¢in, ve bu cismin henselsel v yerlerindeki kapanislarindan elde edilen K, lokal cisimleri

igin, smif cisim kuramlarimin ne oldugunu, ve bu kuramlarin temelini olusturan ®, global ve 6,

lokal Artin karsiliklilik yasalarim, kisaca ozetleyecegiz. Calismanmin geri kalan kisminda, K sayi
cismi i¢in tanmimli olan Artin karsiliklilik yasasimin analitik formiilasyonunu kullanarak, global sinif
cisim kuramimmin G, mutlak Galois gurubunun 1-boyutlu siirekli temsilleri ile K say1 cisminin belli

tip Hecke karakterleri arasinda “dogal” bir esleme oldugunu gérecegiz. Burada “dogal” esleme
ile, karsilik gelen objelere bagl L-fonksiyonlarimin ayni olmasi anlasiimaktadir. Sonug olarak,
Pontrjagin ikilik teoreminin abelyen-olmayan genellemesi, Tannaka ikilik teoremini kullanarak,
abelyen-olmayan sinif cisim kuranimn ingasi icin G, mutlak Galois gurubunun n -boyutlu siirekli

temsillerini K sayi cismine bagl Hecke karakterlerinin belli ¢esit genellemesi olan analitik objeler
ile parametrize etmemiz gerekmektedir. Langlands, 1967 yilinda, Hecke karakterlerini genelleyen
otomorf temsiller kuramini ortaya atmigtir. Calismanin geri kalan kisimlarinda, bu kuram ve
abelyen-olmayan sinif cisim kuramini, yani Langlands karsiliklilik ilkesini 6zetleyecegiz.

Anahtar Kelimeler: Karsiliklilik yasasi, Galois temsilleri, otomorf temsiller, L-fonksiyonlar:, motifik Galois
guruplari, Langlands guruplart.
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Langlands reciprocity principle

Extended abstract

Class field theory studies the arithmetic of abelian
extensions of a given global or local field K
through the algebraic invariants of the base field K
via global or local Artin reciprocity law respec-
tively. If K is a local field with finite residue class
field x, the local class field theory over K is then

described by a unique “natural” topological and
algebraic homomorphism 6, , which is called the

local Artin reciprocity law of K. By the naturality

of the map 0, , we should understand certain func-

torial properties of this mapping. If K is a global
field, where we always assume that K is a number
field in this text, the class field theory over K is
then described by a unique ‘“natural” topological
and algebraic homomorphism © ., called the global

Artin reciprocity law of K, which satisfies certain
functorial properties and which should be compati-

ble with the local Artin reciprocity laws of K, , the
completions of the global field K at places v .

Thus, the remaining problem is to extend class field
theory to a general theory that includes the arithme-
tic description of non-abelian extensions of global
and local fields in terms of the ground field. This
general theory has a conjectural description, called
the Langlands reciprocity law, or more generally the
functoriality principle of Langlands. The aim of this
survey article is to describe the reciprocity principle
of Langlands.

In order to describe the reciprocity principle of
Langlands, we reformulate the Artin reciprocity law

O over the global field K, so that, 1-dimensional
representations of the absolute Galois group G, of

the global field K are parametrized by certain
Hecke characters of K, which depend on the
ground field K only. Taking into account the
Pontrjagin duality theorem for locally compact abe-

lian groups, 1-dimensional representations of Gy
determines the group G,Zb. Moreover, the naturality

of the parametrization, the arithmetic of Gf{b (that

is, the arithmetic of each finite abelian extension
over K ) which is encoded in the Artin L-function is
encoded in the corresponding Hecke L-function de-

fined over K as well. Therefore, in order to de-
scribe the absolute Galois group G, and the arith-
metic of each finite Galois extension over K, fol-
lowing the above recipy, and in view of Tannaka

duality for non-abelian compact groups, we would
like to parametrize all irreducible n-dimensional

representations of the absolute Galois group G in

terms of certain objects that generalize Hecke char-
acters of K in a natural way.

Langlands, in 1967 (cf. Langlands 1970) made a
fantastic discovery and realized that the objects gen-
eralizing Hecke characters are certain type of repre-

sentations of the adélic groups GL(n,A © ) called

the cuspidal automorphic representations of the

group GL(n, Ay )

The reciprocity principle of Langlands asserts a
natural assignement from n-dimensional irreducible

representations p of G and cuspidal automorphic
representations A(,:)(p) of G(AK). By the natu-
rality of this assignment we should understand the
equality of the Artin L-function L(S,p) and the

standard L-function L(S,A(,?) (,0)) of Godement

and Jacquet.

There is also the most general form of the reciproc-
ity principle, which involves the motivic Galois

group M, over K and the Langlands group L,

over K. However both of these universal groups
are still conjectural in nature.

Keywords: Reciprocity law, Galois representations,
automorphic representations, L-functions, motivic
Galois groups, Langlands groups.



Langlands karsuikiiik ilkesi

Giris

Modern aritmetigin en 6nemli temel kurami ola-
rak niteleyebilecegimiz ve temeli Euler,
Legendre ve Gauss’un caligmalarina dayanan,
(abelyen) sinif cisim kurami, Kronecker, Weber,
Hilbert, Artin, Chevalley, Hasse ve Takagi basta
olmak iizere, pek ¢ok Onemli matematik¢inin
katkilariyla, 20. ylizyilin ilk yarisinda insa edil-
mistir.

Gliniimiizde artik pek ¢ok “goriintirde farkli”
(analitik, kohomolojik, soyut-aksiyomatik gibi)
formiilasyonu bulunan smif cisim kuramini /o-
kal ve global olmak tizere i¢ ice ge¢mis iki alt-
kuramin bileskesi olarak inceliyoruz. Bu kuram,
bir K global cisminin (ve bu cismin her sonlu ve
sonsuz v asal ideallerinde tamlanis1 olarak ta-
nimlanan K, lokal cisimlerinin) £ abelyen ge-

niglemelerinin ( y|v sarti altinda, E, abelyen

genislemelerinin) aritmetik yapilarini sadece
taban cisim K ve K global cismine bagl degis-
mezler yardimiyla (sadece taban cisim K, lokal

cismi ve bu cisme bagli degismezler yardimiyla)
global (lokal) Artin karsiliklilik yasas: altinda
tamamen betimler. Burada, bir global cismin
aritmetik yapusi ile, bu cisme ait tamsayilar hal-
kasindaki ideallerin bu halkadaki asal ideallere
parcalanisi; lokal durumda ise, lokal Galois ge-
nislemelerinin yiiksek dallanma yapisinin ince-
lenmesi anlasilmalidir.

Bu durumda, dogal olarak su soru ile karsilasi-

rz:
Abelyen sinif cisim kuramim K global, veya
lokal, cisminin her E/K Galois genisleme-
lerini  (bunlara elbette abelyen-olmayan
Galois genislemeleri de dahil) de kapsaya-
cak sekilde genellestirmek, yani abelyen-
olmayan global ve lokal sinif cisim kura-
mint insa etmek miimkiin miidiir?

Bu soru, Langlands’in karsiliklilik ilkesi ile (hi-
potetik olarak) fazlasi ile cevaplanmaktadir,
bkz. Langlands (1970). Karsiliklilik ilkesini de
O0zel bir durum olarak igerisinde barindiran
Langlands’in fonktérsellik ilkesi (bkz. Arthur
2003) daha ilerideki bir sayida tartisilacaktir.

Son zamanlarda, Langlands fonktorsellik ilkesi,
sayilar kuraminin yanisira cebirsel topolojiden
matematiksel fizige onemli uygulama alanlar
bulmustur. Bu giinlerde pek cok fizik¢i de bu
onemli kuramin ne oldugunu merak etmektedir.
Biz, bu derleme c¢alismamizda, temeli R. P.
Langlands tarafindan, 1967 yillarinda, atilmis
olan fonktdrsellik ilkesinin 6zel bir hali olan
karsiliklilik ilkesinin ne oldugunu, olabildigince
basit bir sekilde, matematik¢i veya fizikgilere
anlatmaya calisacagiz. Ayrica, bu konu ile ilgili
herhangi bir Tiirkge kaynak olmadigi da
g0zoniine alinirsa, bu derleme caligmasinin bu
yonde de bir eksikligi giderecegine inaniyoruz.
Bu konuda daha derin bilgi sahibi olmak isteyen
veya bu ¢alismada kullanilan teorem ve kuram-
larin ispatlarin1 6grenmek isteyen okuyucular
icin pek ¢ok temel ¢alismay1 Kaynaklar kismin-
da ayrica belirttik. Her derleme calismasinda
oldugu gibi, bu calismada da, gbézden kacmis
veya olasi hatalarin tamami yazarlara (6zellikle
ikinci adl1 yazara) aittir.

Lokal ve global simif cisim kuramlan
Langlands karsiliklilik ilkesini iyi bir sekilde
anlamak i¢in, ilk olarak, lokal ve global Artin
karsiliklilik yasalarinin ne oldugunu bilmeliyiz.
Bu boliimde, lokal ve global sinif cisim kuram-
larm1 kisaca, ispat vermeden, tekrar edecegiz.
Detaylar i¢in, Cassels-Frohlich (1967), Lang
(1994), Neukirch (1999) ve Poonen (2006).

Lokal sinif cisim kuram
K bir henselsel (=arsimetsel olmayan) ve sonlu
Oy | py kalan-simif cismine sahip bir lokal ci-

sim olsun. K cismine bagl (her zaman normal-
lestirilmis olarak kabul edecegimiz) degerlen-
dirme fonksiyonunu

ve K = Z {0} (1)

ile gosterecegiz. Burada, O, ile K cisminin
tamsaylar halkasini ve p, 1ile bu halkanin
maksimal idealini gosteriyoruz. Bu K cismine
temel Ornek olarak, QP p-sel sayilar cismini

veya F, ((T )) I, -katsayili Laurent serileri

cismini verebiliriz.
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K iizerinde tanimli lokal smif cisim kurami ile
lokal Artin karsiliklilik yasas: olarak adlandiri-
lan

0, :K* —>Gal(K”/K) 2)

“dogal” gurup homomorfizmasini anliyoruz.
Burada, 6, okunun dogalligi, bu okun asagida

siralayacagimiz Ozelliklere sahip olmasi anla-
mindadir.

1. Her sonlu L/K genislemesi ic¢in, o € L*
olmasi kaydiyla,

20 =0y (NL/K (0()) 3)

esitligi saglanir. Burada, N, :L" > K"

norm homomorfizmasimi gostermektedir;

2. Her sonlu L/K genislemesi i¢in, o € K™
olmasi kaydiyla,

Voo, (6x (@) =6, () @)

esitligi saglamr. V, ,, :G¢ — G} ile

gosterilmis olan ok, guruplar kuraminda ta-
mumli olan transfer “Verlagerung” okudur;

3. Her o€ Aut(K > ) icin, € K™ olmasi
kaydiyla,
0. (a’)=cb;(a)c (5)

K°

esitligi saglanir;

res

0
0k :KX—K)Gal(Kab/K>—L)Gal(L/K) 6)

bileskesi olarak tanimli olan ok siirjektif bir
homomorfizmadir, ve bu bileske

Cek(6,,,)=N,, L esitligini saglar;

5. lzdiisiimsel tamlama alarak, (2) numarali
denklem ile tanimli homomorfizmay1

O : K" ——>Gal (K" /K) (7)

topolojik gurup izomorfizmasina yiikselt-
mek miimkiindiir;

6. (2) numarali denklem ile tanimlanmis olan
homomorfizma ve sonsuz Galois kurami
yardimu ile Sekil 1°de goriilen

Cek (6, ) <> Gal(K" /L) > L/ K (8)

eslemeleri vardir.

7. (Dallanma teoremi). (2) numarali denklem
ile tanimli homomorfizma Sekil 2’de gorii-
len eslesmeyi verir. Burada, 1<i eR i¢in
taniml1 yiiksek birim gurubu U, ,

U};z{ueUK:uEI(p};)} )

olarak tanimhidir. Galois gurubunu G olarak
gosterecegimiz  sonlu Galois genislemesi
L/K i¢in ve her —1<v eR sayisi igin, v.
iist-dallanma gurubu G",

4. Her sonlu abelyen genisleme L/K igin, G = {U eG:i, (G) 2, (v)+ 1} (10)
ab
K" icindeki Gal (K / K ) kP icinde bulunan
sonlu indeks <> <icindeki (sonlu indeks) o <> K cisminin sonlu
acik altguruplar acik altguruplar abelyen gen.leri

Sekil 1. Lokal sinif cisim eslemesi
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olarak tanimhdir. Burada, O, /O, halka ge-
nislemesi monojen bir genisleme oldugundan
dolayi, O, =0, [x] esitligini saglayan bir
x €O, vardir. Bu x yardimiyla, her c € G
icin, i,,,(0)=v,(o(x)-x) olarak tanimla-
ilede L/K ge-

niglemesine bagli Hasse-Herbrandt fonksiyo-
nunu gosteriyoruz. Eger —1<v eR sayisi,
her 0<J eR igin, G' # G"* sartim sagli-
yorsa, bu v sayisina bir kirilma sayisidir de-
nir. L/ K abelyen bir genisleme oldugu igin,
Hasse-Arf teoremi ile kirilma sayilarinin
tamsayilar kiimesinde yer alacagin biliyoruz.
Eger L/K genisleme derecesi sonsuz bir
Galois genislemesi ise, list-numaralandirma
“bolim alma” altinda korundugu i¢in, G"
gurubu izdiistimsel limit alarak,

nabilir. y, R —>R_

G' = lim Gal(E/K)

KcEcL

(11)

limiti olarak tanimlanir. Bu durumda, G to-
polojik gurubu i¢in, aynm sekilde tanimi olan
velR,  kirlma sayisi, K< Ec L sartim
saglayan sonlu bir £/K Galois geniglemesi-
ne karsilik gelen Gal(E/K) gurubunun ki-
rilma sayisidir. Sekil 2’deki esleme, her
0<ieZ veheri—-1<v<i igin

Uy <> Gal (K" /K) (12)

seklinde tanimlidir.

Global sinif cisim kurami

Bu paragraftan itibaren bir K global cismi ola-
rak sadece say1 cisimlerini (K =Q veya Q
cisminin sonlu bir K genislemesi) anlayacagiz.

{U;; <U, <K* }osl'ez

K bir global cisim ise, K iizerinde taniml1 global
sinif cisim kurami ile global Artin karsiliklilik
yasasi olarak adlandirilan

Oy A} /K" - Gal (K" /K) (13)

“dogal” gurup homomorfizmasini anliyoruz.
Burada, A, ile K global cisminin adeller hal-

kasi, ve A’ ile K global cisminin ideller guru-
Ay halkasz,

H‘(KV :Ov) kisitlamalr direkt ¢arpimi olarak,

\4

bu  gosterilmektedir. adeller

ve A% ideller gurubu H'(KVX :UV) kisitlamali

direkt ¢arpimi olarak insa edilir. Bu iki cebirsel
yapi, tanimladiklart kisitlamali direkt ¢arpim
topolojisi altinda sirasiyla bir yerel kompakt to-
polojik halka ve bir yerel kompakt topolojik gu-
rup yapilarina sahiptir. Bu durumda, K halkasi
ve K™ gurubu, sirasiyla her a € K ve a € K™
icin, at> (a,a,...,a,...) bi¢iminde tanimli
K—2>A, ve K*—2> A’ diagonal gomme-
leri altinda, A, adeller halkasinin ve A}

ideller gurubunun kesikli birer althalkasidir ve
altgurubudur. Lokal durumda oldugu gibi, O,
okunun dogallig: ile, bu okun simdi siralayaca-
gimiz 6zellikleri sagladigini anliyoruz.

1. Her sonlu L/K  genislemesi igin,
a € A7 /L olmasi kaydiyla,
0, (a)Kb =0 (NL/K (0{)) (14)

esitligi saglanir. Burada, A, = A, ®, L
izomorfizmasi neticesinde, A, serbest bir

A, -modiilidiir, ve N, A, > A,

Gal(K“b /K) icindeki
<> < yluksek-dallanma
altguruplar1 Gal (K ab g )v

—1<veR

Sekil 2. Dallanma eslemesi
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norm tasviri mevcuttur. Bu ok yardimi ile,
N, A} /L — A’/ K*homomorfizmasi

tanimlidir;

2. Her sonlu L/K  genislemesi igin,
a € A’ /K™ olmasi kaydiyla,

VGK—’GL (®K (a)):®L (a) (15)

esitligi saglanir. V, . :GY > G le

gosterilmis olan ok, guruplar kuraminda ta-
mimli olan transfer “Verlagerung” okudur;

3. Her o e Aut(K“p) icin, € A’ / K olmasi
kaydiyla,

0,.(a”)=00,(a)o” (16)
esitligi saglanir;
4. Her sonlu abelyen genisleme L/K igin,

VESL

0,k :A}({ /KX&)Gal(Kab/K)—)Gal(L/K) (17)

bileskesi olarak tanimli olan ok siirjektif bir

homomorfizmadir, ve bu bileske
Cek(©,,)=N, (A} /L) esitligini sag-
lar;

5. lzdiisiimsel tamlama alarak, (13) numarali
denklem ile tanimli homomorfizmay1 topo-
lojik gurup izomorfizmasina yiikseltmek
miimkiindiir;

Oy Ay /K" —>Gal (K" /K) (18)

6. (13) numarali denklem ile tanimlanmis olan

homomorfizma ve sonsuz Galois kurami
yardimu ile Sekil 3’ te goriilen

Cek(©, ) > Gal(K”/L) < L/K (19)

eslemeleri vardir.

7. (Dallanma teoremi). Hemen hemen her v
yeri i¢in e, =0 ve her reel v yeri icin

e, €{0,1} ve her kompleks v yeri igin
e, =0 sartlarin1 saglayan 0<e, tamsayila-

rindan olusturulan yapisal 9t = Hve" car-

pumi i¢in lokal olarak: eger e =0 ise
Up,=U,; e¢,>0 ve v sonlu bir yer ise
U‘)JZ
U

m,

€ . . .
UY; e, >0 ve v reel bir yer ise

vv‘

,=R_, guruplarim1 tamimlayalim ve

Up :HUW,V <A’ global gurubunu insa

edelim. Bu durumda A’ _)A%X dogal

homomorfizmas: altinda U,, gurubunun

U,, imgesi, A%X gurubunun agik ve son-

lu-indeks bir alt gurubudur. Dolayisi ile Se-
kil 3 yardimmu ile gosterilmis olan eslemeler
altinda dyle bir R, /K sonlu ve abelyen ge-

nislemesi mevcuttur ki, global Artin
kasiliklilik yasasi neticesinde

Co/ A -

Am = %me = Gal (Ry /K) (20)

izomorfizmalari vardir.

K global cismi i¢in tanimli olan C, = A} /K"
gurubuna K’nin idel sinif gurubu denir.

ab
A% /K™ igindeki Gal (K /K ) K*? i¢inde bulunan
sonlu indeks < qigindeki (sonlu indeks) <> < K cisminin sonlu
acik altguruplar acik altguruplar abelyen gen.leri

Sekil 3. Global sinif cisim eslemesi
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Lokal ve global kuramlar arasindaki baginti

Yukarida kisaca ozetledigimiz lokal ve global
sinif cisim kuramlar1 arasindaki iliskiden kisaca
bahsedelim. K global cisminin herhangi
henselsel yeri v olsun. Bu durumda, v yerine
gore K global cisminin tamlanis1 K, bir lokal
cisimdir. Her o € K i¢in, a (1,...,1,@,1,...)
seklinde K —> A,
A% > A’ /K™ dogal morfizmasinin bileskesini
alarak, g, :K; ->A, >A /K"

elde ederiz. Bu durumda, her @ € K i¢in,

0(g, (2))=6,(a)

esitligi saglanir. Sonug¢ olarak, K iizerinde ta-
mmli global Artin karsiliklilik yasast bize, her
v igin, K, iizerinde tamimlr olan lokal Artin

taniml gébmmesi ile

gémmesini

1)

karsiliklilik yasalarimi verir. Diger taraftan, K
global cisminin tiim v henselsel yerleri igin,
K, uzerinde tanimh 6, lokal Artin karsiliklilik
yasalar1 verilsin. Bu durumda, L/K
abelyen genislemesi igin, (av)eAj< olmasi

sonlu

kaydiyla, HHV (a,) carpimi sonludur ve

Gal(L/K) iginde bir eleman tamimlar. Gergek-
ten de, hemen her v yeri, L/K genislemesi
icinde dallanmamis oldugundan, ve hemen her
v yeriicin a, € U, sart1 saglandigindan dolay1,
0,(a,)=1id, esitligi hemen her v yeri igin sag-
lanir. Sonug olarak, her sonlu abelyen genisleme
L/K igin, (a,)e A} olmasi kaydiyla,

0, ((a,))=]10.(a) (22)
carpimi olarak tanimli
@L/K:A}%Gal(L/K) (23)

homomorfizmasi inga etmis olduk. Bu durumda,
izdiisiimsel limite gecerek,

lim ©,:A% = Gal(K”/K)

KcLcK*?

(24)

homomorfizmasini elde ederiz. Bu homomorfiz-
manin ¢ekirdegi K gurubunu kapsar. Elde edi-
len homomorfizma, K global cismi i¢in taniml
olan ®, global Artin karsiliklilik yasasidir. So-

nug¢ olarak, her v icin, K, iizerinde tanimi

olan lokal Artin karsiliklilik yasalar: bize K iize-
rinde tammli global Artin karsiliklilik yasasini
verir.

Langlands karsihkhlik ilkesi

Bu noktada, K lokal veya global cisminin
abelyen-olmayan Galois genislemelerinin arit-
metik yapilarin1 da betimleyen, K {izerinde ta-
nimli, genel lokal veya global karsiliklilik yasasi
nasil insa edilmelidir sorusu dogal olarak karsi-
miza ¢ikar. Bu soruya en dogru sekilde yaklasa-
bilmemiz i¢in, abelyen Artin karsiliklilik yasa-
sin1 farkl, fakat denk, bir bigimde formiile edip
yorumlamamiz gerekmektedir.

Global Artin karsihkhhk yasasimin farkh bir
formiilasyonu
K global cismi i¢in tanimlanmis olan Artin kar-

siliklilik yasast @, bize Gal(K “IK ) topolo-
jik  gurubunun C {izerinde tanimli olan
Gal (K “ /K )—) GL(V) siirekli  indirgenemez
temsillerinin kiimesi /7 em((cl)(GK) ile K global

cismi lizerinde tanimlanmis olan

Ay /K" > T={zeC:|z|=1} (25)

sonlu mertebeli Hecke karakterleri kiimesi
O10°" (GL(1,A)) arasinda bir bijektif esleme

tanimlar. Gergekten de, C iizerinde tanimli bir

p:Gal(K”/K)—GL(V) (26)

stirekli indirgenemez temsili 1-boyutlu olmak
zorundadir. Sonug olarak, (p,V) temsili bir

p:Gal (K “IK ) — C* siirekli gurup homomor-

fizmasidir. Bu durumda, global Artin karsilikli-
lik yasas1 yardimi ile tanimli olan

po@K:A}/KXi)Gal(K“"/K)—")(CX (27)
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bileske morfizmasi, K iizerinde tanimli sonlu
mertebeli bir Hecke karakteridir. Gergekten de

p:Gal(K”/K)—C" siirekli bir

homomorfizma oldugu icin, Im (p) imge kiime-

si T ’nin sonlu bir altgurubu olmak zorundadir.
Sonug olarak, insa edilmis olan

po®, AL /K —T(28)

tasviri uUniter ve sonlu mertebeden bir Hecke
karakteridir. Her p € ITem" (G 5 ) icin,
P> poB, (29)

olarak tanimladigimiz

1Tem? (G, ) 010 (GL(1.A ) (30)
eslemesi ayrica “dogaldir”, yani
LArtin (S’ p) = LHecke (S’p ° ®K ) (3 1)

esitligini de saglar. Burada L, (s,p) ile,
Re(s)>1  yandiizlemi
p:Gal (K “ /K ) — GL(V) indirgenemez temsi-
linin Artin  L-fonksiyonunu
Ltecte (S, POy ) ise, insa

peo®, A} /K*—T Hecke karakterine bagl

olan Hecke L-fonksiyonudur. Bu iki cesit L-
fonksiyonunu detayli olarak ve en genel haliyle,
bu boliimiin 3. ve 4. kisimlarinda inceleyecegiz.
Diger taraftan, eger

uzerinde  tanmiml

gosteriyoruz.
edilmis  olan

A : ITem? (G ) — 0t0° (GL(1L,A, ) (32)
her p € ITem?’ (G, ) igin
LArtin (S9 p) = LHecke (S’ A(I;) (p)) (33)

sartin1 saglayan bir esleme ise, bu esleme tek bir
tanedir ve Artin karsiliklilik yasasi araciligiyla
yukarida insa edilmis olan eslemedir. Sonug ola-
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rak, global sinif cisim kuramini (32) numarali
dogal eslesme olarak diisiinebiliriz.

Global sinif cisim kuramini artik (32) numarali
dogal eslesme olarak diisiinelim. Pontrjagin iki-

lilik teoremi neticesinde Gal(K “IK ) kompakt
abelyen topolojik gurubu, Gal (K @)K ) ile

gbsterecegimiz  Gal (K “IK ) gurubunun  C
tizerinde taniml karakter gurubu tarafindan,

(Gal(K“b /K) ) —5Gal(K/K) (34

izomorfizmasi altinda, tam olarak betimlenip
geri elde edilir. Bu durumda,

Gal(K” | K ) = IT em((c1 ) (GK) esitligi sonucu,

(32)numaral1 eslesmenin Gal(K “ 1K ) gurubu-

nun C iizerinde tanimli indirgenemez siirekli
temsillerini sadece taban cisim K iizerinde ta-
mimlr sonlu mertebeli Hecke karakterleri ile
parametrize ettigini goriiyoruz. Bu
parametrizasyon, (32) numarali eslesmenin do-
gallig1 neticesinde, her £/K sonlu abelyen ge-
nislemesine ait olan aritmetik bilgiyi de taban
cisim K iizerinde tanimli Hecke karakterleri cin-
sinden betimler. Sonug olarak, Artin karsiliklilik
vasasi, Pontrjagin ikililik teoreminin ve Hecke
karakterleri kuraminin ozel bir durumudur.

Tannaka felsefesi

Abelyen ve yerel-kompakt topolojik guruplar
icin gecerli olan Pontrjagin ikililik teoremi,
Tannaka ve Krein tarafindan abelyen-olmayan
ve kompakt topolojik guruplar icin genellesti-
rilmigtir. Sayilar kuraminin en 6nemli gurubu
olarak niteleyebilecegimiz, bir K lokal veya
global cismi i¢in (veya genel olarak herhangi bir
soyut K cismi ig¢in) Gal(K Y IK )= G, mutlak
Galois gurubu, Krull topolojisi altinda, bu ¢esit
topolojik guruplara temel bir 6rnek olusturmak-
tadur.

Herhangi bir G gurubunun bir F cismi {lizerinde
tanimlanmis sonlu-boyutlu temsillerinin katego-
risini Tem,.(G) ile gosterelim. Bu kategorinin
son derece zengin bir yapis1 vardir, ve bu yapiy1
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soyutladigimiz zaman “Tannaka kategorisi”
tanimint elde etmis oluruz. Eger G gurubu kom-
pakt bir topolojik gurup ise, Tannaka ve Krein,
G gurubunun Tem,(G) kategorisi tarafindan,

Tem, (G)w Vek, unutkan fonktorii vasitasiyla,

tam olarak betimlenip geri elde edilebilecegini
ispat etmislerdir. Burada, Vek,. ile, sonlu boyut-
lu F-vektor uzaylarindan olusan kategoriyi gos-
teriyoruz. Bu teoreme Tannaka-Krein ikililik
teoremi denir, ve bu teorem, Pontrjagin ikililik
teoreminin, kompakt guruplar ig¢in, abelyen-
olmayan genellemesidir. Detaylar icin, bkz.
Hewitt ve Ross (1970).

Sonu¢ olarak, K global cisminin abelyen-
olmayan Galois genislemelerinin aritmetik yapi-
larin1 da betimleyen, K {izerinde tanimli, genel
karsiliklilik yasasinin, bu boliimiin 1. kisminda,
K tizerinde tanimli, global Artin karsiliklilik ya-
sasina denk oldugunu gordiigiimiiz
A 1Tem? (G, ) 00" (GL(1.A, ) dogal

eslesmesininin, Tannaka-Krein ikililik teoremi
yardimiyla genellestirilmesi suretiyle elde edile-
cegini ongdriiriiz.

Galois temsilleri ve Artin L-fonksiyonlar:

Bir K global cismi ig¢in, ITem((C") (GK) ile, G,
mutlak Galois gurubunun C iizerinde taniml
Gy — GL(V) n-boyutlu siirekli indirgenemez
temsillerinin olusturdugu kiimeyi gosterelim.
Ayrica, ITem, (G, ) ile de, | JITem? (G, ) bir-

lesimini gosterelim. Bu durumda, G, topolojik
gurubunun C iizerinde tammh G, — GL(V)
stirekli temsillerinden olusan Tem, (GK) kate-
gorisindeki objeler, temsiller iizerinde taniml
olan @ islemi altinda, /Tem, (GK) kiimesinde

bulunan objeler tarafindan iiretilir. G, gurubu
izdiisiimsel sonlu oldugu i¢in, bir
p:G, —> GL(V) temsilinin siirekli olmasi i¢in

m(p)<GL(V)

altgurubunun sonlu olmasidir. Sonu¢ olarak
p:Gy = GL(V) siirekli temsili, £,/K sonlu
bir Galois genislemesi olmasi kaydu ile,

olarak

gerek ve  yeter  sart
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injektif

Gy — Gal(E,/K)—2* > GL(V) (35)

bi¢iminde parcgalanir (Galois temsilleri hakkinda
detayl1 bilgi i¢in bkz. Taylor 2004).

Bir p eTem. (G, ) i¢in, Artin’in insa ettigi, ve
Artin L-fonksiyonu olarak adlandirilan, analitik
objeyi insa edelim (detaylar i¢in bkz. Rogawski
1997). Oncelikle i :K** (, K* aracilig: ile
tammlanan j, : G, ( G, gommesini alalm.
Bu gomme vasitast ile G lokal mutlak Galois
gurubunun p, = po j sirekli temsilini elde
ederiz. Bu temsil, i, gommesinin se¢imine bag-
lidir. Fakat her bir i, gdmmesine birbirinin es-
lenigi olan j, gommeleri karsilik gelecektir.
Dolayisi ile, p, temsilinin denklik siifi sadece

v yerine baghdir ve iyi tanimlhidir. Elde edilmis
olan p, temsilleri yardimi ile, p temsiline bag-

It L(S, p) Artin L-fonksiyonunu, Re(s)>1 ol-
mast kaydi ile

L(s,p) =[] L(s.p,) (36)

Euler ¢arpimi seklinde tanimlanir. Soyle ki, lo-
kal L(s,p,) carpanlari:

1. v, K global cisminin bir sonlu (henselsel)

yeri ise: k, ve k)” cisimleri, sirast ile K,
ve K’ ¥ cisimlerinin kalan-simif cisimlerini
gostermesi kaydi ile, G, mutlak Galois gu-
rubu k) cismi lizerine etki eder ve boylece
11, -G > G, —1 kisa tam dizisi el-
de edilir. Burada /, ile G lokal gurubu-
atalet

nun altgurubu  gosterilmektedir.

q, :|kv| olmak tizere, G, igindeki gorinti-
sti, her x e k£)* i¢in x > x* seklinde tanim-
I otomorfizma olan Fr, € G, elemanina
G, mutlak Galois gurubunun bir Frobenius
eleman adi verilir. G, mutlak Galois gu-

rubunun bir F7, Frobenius elemanmin V
uzayindaki ataletsel degismezlerinden olu-
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san V" alt uzayma yaptign p(Fr,) etkisi,
Frobenius elemaninin se¢ciminden bagimsiz-
dir. Sonug olarak, v degerlendirmesinde ta-

nimli olan L (s, pv) yerel ¢arpant,

-1
vl )

seklinde tammlanir. p: G, — GL(V) temsili

L(s.p,) =det(1-g," p,(Fr,) (37)

eger p, (Iv)zl sartin1 sagliyor ise, (p,V)
temsili v sonlu yerinde dallanmamistir de-
nir. Bu sart saglanmiyor ise (p,V) temsili v
sonlu yerinde dallanmigtir denir. (p,V’) tem-

sili ancak sonlu sayida v sonlu yerinde dal-
lanir. Bu dallanmig sonlu yerler ile sonsuz

(arsimetsel) yerlerden olusan kiimeyi S ( p)

veS(p)
herhangi

ile  gosterelim. ise,
p,(Fr,)e GL(V) bir

Fr, e G, Frobenius elemaninin se¢ciminden

Eger

elemani

bagimsizdir. Sonug olarak p, (Fr,), V iize-

rinde taniml1 sonlu mertebeli bir lineer opera-
tordiir. 7 vektor uzaymin C iizerinde siral

bir bazinin sabitlenmesi ile, GL(V) ile
GL(n,C) guruplari arasinda elde edilen

izomorfizma altinda

¢
p, (Fr,)~ (38)

S

eslenikligi mevcuttur. Burada » ile V' temsil
uzaymim C iizerindeki boyutunu, &,---,¢,

ile de belli birim kdokleri gosteriyoruz. Bu
gbzlem neticesinde, ( p,V) Galois temsili,
vesS ( ,0) kiimesi tarafindan indekslenmis,
GL(n,C) iginde, yari-basit {pv (Fr, )} esle-
nik smiflarindan olusan kiimeyi tanimlar.
Chebotarev yogunluk teoremi sonucu bu kii-
me, (p,V) Galois temsilini tek tirli olarak
betimler.

2. v sonsuz (arsimetsel) ise: K =R veya C

olur. K =R olmasi durumunda, ¢ komp-

leks eslenik fonksiyonunu gdstermesi kaydi
ile G, =Gal(C/R)= {L.c} olur. Diger ta-
raftan p, (c) temsilinin 6zdegerleri de +1
veya —1 olur. m, ve m_ sirasiyla +1 ve —1
0zdegerlerinin  sayisini
L(s,p,) yerel garpani

gostermek  lizere

L(S’pv) =

(=2 (s/ 2))er (n_(m)/ ’r((s+1) /2))

m_ (39)

esitligi olarak tanimlanir. Eger K = C ise,
Gy, ={l} olur. Bu durumda n=dimgV

K, =

olmak iizere L(s,p,) yerel garpan,

n

L(s.p,)=(2(27)"T(5))

olarak tanimlanir. Artin L-fonksiyonlarinin
arsimetsel lokal carpanlari genel olarak
Hodge kurami aracilig1 ile tanimlanir.

(40)

Artin L-fonksiyonlarinin, lokal Euler faktorleri
yardimi ile insa edildigini, ancak sonlu lokal
faktorler ile sonsuz lokal faktorlerin ¢ok farkli
sekilde insa edildiklerini gordiik. Deninger’in
calismalar1 (bkz. Deninger 1994), sonlu lokal
faktorler ve sonsuz lokal faktorlerin regiilarize
determinantlar kurami yardimi ile aslinda aym:
formiil ile elde edilebilecegini gostermistir.

Galois temsillerine bagli, Artin L-fonksiyon-
larinin ingasin1 gordiikten sonra, simdi bu fonk-
siyonlarin temel 6zelliklerini inceleyelim. Bu-
nun icin ilk olarak temsiller iizerinde taniml
islemleri 6zetlememiz gerekmektedir.

Temsiller tizerinde tanimli islemler:
1. Direkt toplam: y,q, =%, + X,
2. Tensor carpim: y,q, =X, X,,
3. Kisitlama: Xresip = Xpli -

Resy p ile G igin tanimlanmis olan p

Burada

G
S p

temsilinin A altgurubuna kisitlanmasini
gosteriyoruz.

12
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. Burada p” temsili, her

4 2, =7,
geG i¢in p'(g)= ‘p(g’l) esitligi ile
tanumlidir.

Yaptirilmis temsiller: p e Tem. (H) ol-

sun. Ind, p e Tem.(G) ile her he H ve
geG i¢in f(hg)=p(h)f(g) sartm
saglayan f:G —V  fonksiyonlarindan
olusan uzay1 Indng ile gosterelim. Bu
Indgp:G— GL(Ind}}V,,)

yaptirilmis temsili, her g € G i¢in,

durumda

((md5; (0))(2) f)()=1(g'8), 41)

g'eG, fe Indng seklinde tanimlanir.

Bu iglemler altinda Artin L-fonksiyonu asagida
siralayacagimiz sekillerde davranir:

1. Direkt toplam:

L(s,p,® p,)=L(s,p,)L(s,p,) (42).

2. Yaptiridmis temsiller: K c K'c K" ge-
niglemeleri ve bu genislemelere karsilik
gelen G =Gal(K"/K)

H=Gal(K"/K")
p € Tem, (H) igin,

Ve

guruplari ve

L(s,Ind};p)=L(s,p) (43)
3. Enflasyon: K< K'c K" genislemeleri
ve bu genislemelere karsilik gelen
G=Gal(K"/K) ve H=Gal(K'/K)

guruplari ve peTem.(H) igin, G gu-

rubunun
pG—sH—L5GL(V) (44)

temsili vardir. Bu durumda
L(s,p')=L(s,p) (45)
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esitligi saglanir.

Artin L-fonksiyonlarinin meromorf devamini
elde etmek icin Brauer yaptirim teoremi ile
problem I-boyutlu temsillerin Artin L-
fonksiyonlarina indirgenir. Onceden &zetledi-
gimiz global Artin karsiliklilik yasasinin analitik
formiilasyonu yardimi ile de 1-boyutlu Artin L-
fonksiyonlar1 sonu¢ olarak birer Hecke L-
fonksiyonudur. Hecke L-fonksiyonlarimin anali-
tik devami yapilabildigi i¢in de genel Artin L-
fonksiyonlarinin meromorf devamini elde ede-
riz. Detaylar i¢in bkz. Brauer (1947). Artin L-

fonksiyonu L(s, p) yardimi ile, Re(s)>1 ol-

mas1 kayd ile

| %
(" N1 (2,)} L(s.p) = A(s.p)  (46)
fonksiyonunu tanimlayalim. Burada d, ile K
cisminin diskriminantini ve f( ;(p) ile p temsi-
line bagl y, karakterinin kondiiktoriinii (bu,

O, tamsayilar halkas: i¢inde bir idealdir, ve lo-

kal cisimlerin yiiksek dallanma kurami yardimi
ile tanimlanmaktadir) gosteriyoruz.

Teorem. Re(s)>1 icin tammli olan A(s,p)

fonksiyonunun tiim kompleks diizleme meromorf
devami vardir ve

A(=s,p)=W(p)A(s.p") (47)

fonksiyonel denklemini saglar. Daha once de
belirtildigi gibi, G, gurubunun p” temsili her
geGy icin p*(g)= ’p(g_l) esitligi ile tanim-
lidwr. W(p)eCX sayist da ‘W(p)zl‘ sartini

saglar, ve bu sayiya Artin kék sayisi denir.

Yukaridaki teoremde bahsi gecen W( p) Artin
kok sayist, L(s, ,0) Artin L-fonksiyonunun son

derece onemli ve ilging bir degismezidir. Bu
degismezin temel 6zellikleri:

L. W(pl ®p2):W(p1)W(p2)
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2. W(Indsp)=W(p)

3. W(p')=W(p)
seklinde siralanabilir.

G, gurubunun p temsiline bagl L(s, p) Artin

A(s,p)
fonksiyonunu tanimlamadan, fonksiyonel denk-
lemi

L-fonksiyonu i¢in tanimladigimiz

L(s,p)=¢(s,p)L(1-5,0") (48)

seklinde de tamimlanabilir. Burada &(s,p)
fonksiyonuna p:G, — GL(V) temsiline bagli

epsilon faktorii denir. Detaylar i¢in bkz. Tate
(1979).

GL(n,A;) grubunun otomorf temsilleri ve
standart L-fonksiyonlari

K say: cisminin her v yeri icin K ,, K say1
cisminin v yerine gore tamlanist olsun. A, K
say1 cisminin adeller halkasi olsun. Bu boliimde
G 1ile genel lineer gurup GL(n) cebirsel guru-
bu, G(A) ile de G cebirsel gurubunun A, -

rasyonel noktalarindan olusan gurup anlasila-
caktir. G(A,) gurubu, adel topolojisi altinda

yerel kompakt bir topolojik guruptur ve
A:G(K)L’ G(Ay) gdmmesi altinda G(K),
G(A,) adel gurubunun kesikli bir altgurubu

olur. Yerel kompakt topolojik gurubumuz

G(A) itizerinde tammh bir du Haar dl¢iimii
sabitleyelim. Sabit ettigimiz bu du Ol¢iimii al-
tinda G(K )\ G(A K) bolim uzayr sonlu
hacime sahip degildir. Fakat, G(A K) adel gu-

rubunun merkezi

Z(Ay) 1ze A} (49)
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yardimu ile, Z (A © )G (K )\ G (A © ) olarak ta-

nimlanan boliim uzay1, d u 6lglimii altinda son-
lu hacime sahiptir.

Bir y:K"\A}y - C* Hecke karakteri igin,
H=I(G(K)\G(Ay),duy) ile
1. her geG(K)\G(Ay), ze Z(Ay) igin
o(zg)=v(2)e(g);

2
JZ(AK)G(K)\G(AK)‘¢(g)‘ d,u(g) <0

sartlarin1 saglayan ¢: G(K) \G (AK ) —C ka-
re-integrallenebilir ~ fonksiyonlardan  olusan
Hilbert uzayini gosterelim.
H,=L(G(K)\G(Ay).,dwy) ile de H
Hilbert uzay1 i¢inde

3. G(Ag) gurubunun her P parabolik

altgurubu i¢in, ve her ge G(A K) icin,

| os)int)-o
Npy(K)NN, (8y)
sartim saglayan ¢:G, \ G(A < )—) C fonksi-
yonlarindan olusan Hilbert altuzayini gdstere-
lim. Burada G = GL(n) gurubunun Bql,.__ns stan-

dart parabolik altguruplan ile, n tamsayisinin

n=n+--+n, pargalanislari arasinda,
M, e M(nj,AK) olmasi kaydi ile

M * *
(nl’ ’ns)<_> ny,een = * (50)

M

n.\'

seklinde bire-bir esleme vardir. G gurubunun
P altgurubunun herhangi bir eglenigine de

ny,eeng

G gurubunun parabolik altgurubu denir.

G(Ay) adel gurubunun H uzay: igindeki sag
regiiler temsili ile, her xo,xeG(AK), peH

i¢in
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[R(xo)]((o)(G(K)x):(/)(G(K)xxo) (51)
seklinde tanimli
R:G(Ay)—> GL(H) (52)

homomorfizmasini anliyoruz. Bu (R, H) temsi-

li, G(A, ) adel gurubunun siniter bir temsilidir.

Tanm. G(AK) adel gurubunun (R,H) sag

regiiler temsilinin herhangi bir 7 altboliim tem-
siline bir otomorf temsil denir.
Genel temsil kuramindan hatirlayacagimiz gibi,

bir M gurubunun (p,V/C) temsilleri ile
C[M ]-modiilleri ayni objelerdir. Bir C[M]-
modili V' verilsin ve W bir alt modiil olsun.
Bu durumda I%V dogal bir C[M |-modiiliidiir
(bélim modiili). Insa ettigimiz bu modiiliin
herhangi bir Q ile gosterecegimiz C[M]-
altmodiiliine de V' modiiliiniin bir altbéliim
modiili denir.

G(A,) adel gurubunun H, uzay: igindeki sag
regiiler temsili benzeri sekilde tanimlanir. Simdi
G(A) adel gurubunun otomorf temsillerinin

Ozel bir hali olan u¢ otomorf temsillerini tanim-
layalim.

Tamm. G(A) adel gurubunun (R,H,) sag

regiiler temsilinin herhangi bir 7 alt temsiline
bir u¢ otomorf temsil denir.

Bir 7:G(Ag)—> GL(W) temsili eger G(A;)
gurubunun her maksimal kompakt altgurubu C
igin

(53)

= @ m()

.
A e[Tem(C)

sartin1 sagliyor ise, G(AK) gurubunun (7Z',W)

temsili makuldiir denir. Makul temsillerin son
derece basit bir karakterizasyonu vardir.
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Teorem.(Flath) G(AK) adel gurubunun her

indirgenemez makul temsili (7Z',W) igin,

T=Q 1, (54)

olacak sekilde G, = GL(n,K, ) lokal gurubunun

7, indirgenemez temsilleri mevcuttur ve

=@ r, =R 1 >, =x (55)

tekillik sartint saglar.

Eger (ﬂ,W) temsili indirgenemez, makul bir

temsil ise, Flath’in teoremi neticesinde elde edi-
len

7=Q 1, (56)

tensor ¢arpimi ayrisimindaki G(KV) lokal gu-

ruplarinin 7z, temsilleri, hemen hemen her son-
lu v i¢in, dallanmamis esas seri temsilleridir.
z=(z,...,z,)€C" olmasi kaydi ile, G(K,)
lokal gurubunun

b, *
B(K,)=4| : : leG(K,) (57)
0 b,
ist-licgensel ~ matrislerden  olusan  Borel
altgurubunun
b, *
2.0 F N |b1 f b, i (58)
0 b,
karakterinden elde edilen
A,.=Indg) 7. (59)

yaptirilmis temsilinin, Langlands siniflandirma-
st sonucu, tek bir tane indirgenemez 7, . boliim

temsili mevecuttur. G(K,) lokal gurubunun bu

temsillerine dallanmamus esas seri temsilleri denir.



S. Bedikyan, K. I Ikeda

Sonlu bir v yeri i¢in, G(K, ) lokal gurubunun
bir 7, =7, (ge(C") dallanmamis esas seri

temsilini alalim. Bu temsilden, GL(n,C) guru-

bu icinde
(60)

diyagonal matrisinden elde edilen eslenik sinifi-
n1 tiiretelim. Bu simfa 7, temsilinin Langlands

sinifi denir ve bu eslenik sinifi sadece 7, temsi-

linin denklik sinifina baghdir ve denk olmayan
dallanmamis esas seri temsilleri GL(n,C) igin-

de farkli eslenik siniflar1 tanimlar. Bu gozlem

neticesinde, G(A,) adel gurubunun bir
7 =® r, indirgenemez, makul otomorf temsili
icin L-fonksiyonu (bunlara standart L-

fonksiyonu denir), Re(s) >1 olmas1 kayd ile,

L (S,7Z') = HLV (s,;r)

veS

(61)

Euler ¢arpimi olarak tanimlanir. Burada S ile
K global cisminin sonsuz ve sonlu dallanmig
yerlerin kiimesini gosteriyoruz. Flath’in teoremi
neticesinde S sonlu bir kiimedir. v ¢S duru-
munda, lokal L-fonksiyonu

L,(s,7)=det(1-0(z,)q;*) (62)
karakteristik polinomu ile tanimlanir.
Teorem(Godement-Jacquet). Verilen

G(AK)zGL(n,AK) adel gurubunun agsikar
olmayan bir ug¢ otomorf temsili 7 olsun.
Re(s) >1 i¢in tamimh olan Lg (S,ﬂ') fonksiyo-

nunun tiim kompleks diizleme meromorf devami
vardir ve

Ly(s,7)=¢5(s,7)Lg (l—S,ﬂ'v) (63)

fonksiyonel denklemini saglar. Burada n° ile
7 temsilinden elde edilen G(A, ) adel guru-
bunun belli bir temsilini gosteriyoruz. Dahast,
n#1 ise, tim diizleme devam edilmis olan
L(S,ﬂ') fonksiyonu tam bir fonksiyondur. n=1

ise, L (s,;r) fonksiyonu Hecke L-fonksiyonudur.

Global Artin karsiliklilik yasasinin farkli bir
formiilasyonu olarak (32) numarali dogal esle-
meyi gormiistiik. Burada, daha 6nce de belirtti-
gimiz gibi, bu eslemenin dogallig: ile iki farklh
rejimde (Galois rejimi ve Hecke rejimi) inga
edilen L-fonksiyonlarimin (33) numarali denk-
lemdeki esitligini anliyoruz. GL(n,A,) adel
gurubunun otomorf temsiller kurami, n =1 du-
rumunda, GL(LA )=A} idel
Hecke karakterleri kuramidir. Langlands karsi-
hkhhk ilkesi Verilen her indirgenemez agsikar
olmayan ve  n-boyutlu  Galois  temsili
p:Gy > GL(V) igin GL(n,A) adel gurubu-

nun oyle bir 7z, ug otomorf temsili vardur ki,

gurubunun

A p, (64)
eslemesi

L(s,p)=L(s.7,) (65)
ve

&(s.p)=2(s.7,) (66)

esitliklerini saglar.

Bu ilkenin dogrulugu, Godement-Jacquet teo-
remi sonucu, bize meshur Artin holomorfi
samtinin da dogrulugunu verir. Bu sanit, G,
mutlak Galois gurubunun indirgenemez asikar
olmayan ve n-boyutlu Galois temsili p igin

taniml L(s, p) Artin L-fonksiyonunun tim

kompleks diizleme holomorf devaminin varligi-
n1 ongoérmektedir. Bu dogrultuda, n»=2 duru-
munda Langlands’in kendi gelistirdigi faban
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Langlands karsuikiiik ilkesi

degistirme kurami ile elde ettigi sonuclar
(Langlands 1980), Tunnell ve R.Taylor tarafin-
dan yapilmis calismalar, elde edilmis olan en
onemli sonuglardir (Tunnell, 1981; Taylor 1997;
Buzzard vd., 2001).

Bu ¢alismada K global cismini her zaman say1
cismi olarak ele aldik. Bu durumda, bu ilke
hakkinda pek az sonug¢ elde edilmistir. Diger
taraftan K global cisminin fonksiyon cismi ol-

mast durumunda ise (yani kar(K)=p>0),
L.Lafforgue (Lafforgue 2002), V.G.Drinfeld’in

calismalarint  (Drinfeld 1977)  kullanarak
Langlands karsiliklilik ilkesini ispat etmistir.

n=1 durumunda da goriilecegi gibi G, mutlak
Galois gurubunun C iizerinde 1-boyutlu siirekli
temsilleri, A’ idel gurubunun C* degerli sii-
rekli karekterlerinden daha az sayidadir. Ger-
cekten de 1-boyutlu siirekli Galois temsillerinin
imgesi sonlu bir gurup olacagindan, Artin karsi-
liklilik yasasi altinda esleyecegimiz Hecke ka-
rakteri de sonlu imge gurubuna sahip olmalidir.
Dolayist ile, gercekten “Galois temsilleri” ile ug
otomorf temsiller arasinda bijektif ve dogal bir
esleme kurulmasi i¢in G, mutlak Galois guru-
bunu genisletmemiz gerekmektedir. Bu gézlem
dogrultusunda Langlands’in karsiliklilik ilkesi-
nin olabilecek en genel halini su sekilde ifade
edebiliriz (detaylar icin bkz. Clozel 1990,
Cogdell 2003, Langlands 1979, e
Ramakrishnan 1994).

Genel Langlands karsihkhlhik ilkesi. Say: cis-
mi K igin 6yle bir evrensel gurup L, vardiwr ki,

belli bir kompleks izdiisiimsel olarak kiiciilebilir
gurup Ly icin, L,

1L L, -G, —>1 (67)

kisa tam dizisine oturur. Bu dizi, M, motifik

Galois gurup olmasi kaydi ile

1 - £ - L, - G — 1
\2 \’ \2
1 > M

(68)
> M, - G, - 1

degismeli diyagramint saglamalidir. Bu durum-
da, genel Langlands karsiliklilik ilkesi ile

1em?) (G, )e» V0™ (GL(n. A, )) (69)
Tem(M, )e> U0 (GL(n.A, )  (70)
mem?(c, )¢> UO(GL(n.A, ) (71)

dogal birebir eslemeleri ongoriilmektedir. Bu-
rada ITem((:")(G) ile, bir G gurubunun C iize-

rinde indirgenemez n-boyutlu temsillerinin kii-
mesini, UO(GL(n,AK)) ile GL(n,Ay) adel

gurubunun ug¢ otomorf temsillerinin kiimesini
gosteriyoruz. GL(n,A K) adel gurubunun cebir-

sel u¢ otomorf ve Galois-tipi ug otomorf temsil-
lerinin kiimelerini ise siwrasiyla

UOCebirsel(GL(n’AK)) ve UOG“I(GL(’%AK))

olarak gosteriyoruz. Her zamanki gibi (69), (70)
ve (71) numarall eslemelerin dogallig ile, tem-
sillere kasilik gelen L-fonksiyonlarimin ve &
faktorlerinin bu eslemeler altinda korunmasi ve
lokal cisimler i¢in Langlands eslemesi ile uyum-
lu olmast anlasilmalidir.

Genel Langlands karsiliklilik ilkesi ile ilgili su
ana kadar ¢ok az sonu¢ elde edilebilmistir. Bu
genel ilkede bahsi gecen hipotetik guruplar L,

ve M, i¢in bkz. Arthur 2002, Ramakrishnan
1994.

Kaynaklar

Arthur, J., (2003). The principle of functoriality,
Bulletin of the American Mathematical Society
(N.S.), 40, 39-53.

Arthur, J., (2002). A note on the automorphic Lang-
lands group, Canadian Mathematical Bulletin,
45, 4, 466-482.

Arthur, J., (1981). Automorphic representations and
number theory, 1980 Seminar on Harmonic
Analysis (Montreal Quebec 1980), C.M.S. Conf.
Proc., 1, American Mathematical Society, Provi-
dence, R.I., 3-51.

Brauer, R., (1947). On Artin’s L-series with general
group characters, Annals of Mathematics., 48,
502-514.

17



S. Bedikyan, K. I Ikeda

Buzzard, K., Dickinson, M., Shepherd-Barron, N.,
Taylor, R., (2001). On Icosahedral Artin repre-
sentations, Duke Mathematical Journal, 109, 2,
283-318.

Cassels, J. W. S. ve Frohlich, A., (1967). Algebraic
Number Theory, Academic Press, New York,
USA.

Clozel, L., (1990). Motifs et formes automorphes:
applications du principe de fonctorialité, Auto-
morphic  forms, Shimura varieties and L-
functions Vol. 1 (Ann Arbor, MI, 1988) (Eds.
Clozel L., Milne J.), Perspective on Mathematics,
10, Academic Press, Boston, M.A., 77-159.

Cogdell, J. W., (2003). Langlands conjectures for

GL, , An introduction to the Langlands program

(Jerusalem 2001), Birkhduser Boston, Boston,
M.A., 229-249.

Deninger, C., (1994). Motivic L-functions and regu-
larized determinants, Motives, A.M.S. Proc.
Sympos. Pure Mathematics, 55 (part 1), A.M.S.,
Providence, R.1., 704-743.

Drinfeld, V. G., (1977). A proof of Langlands’

global conjecture for GL(Z) over a function-

field, Funkcional. Anal. i PriloZen., 11, 3, 74-75.

Flath , D., (1979). Decomposition of representations
into tensor products, Automorphic Forms, Repre-
sentations and L-Functions, A.M.S. Proc. Sym-
pos. Pure Math., 33(part 1), A.M.S., Providence,
R.L, 179-183.

Godement, R., Jacquet H., (1972). Zeta functions of
simple algebras, Lecture Notes in Mathematics,
260, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New
York.

Hewitt, E. ve Ross, K., A., (1970). Abstract Har-
monic Analysis Vol. 2: Structure and analysis for
compact groups. Analysis on locally compact
abelian groups, Springer-Verlag, Berlin Heidel-
berg New York.

Lang, S., (1994). Algebraic Number Theory. 2" edi-
tion , Graduate Texts in Mathematics, 110,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York.

Lafforgue, L., (2002). Chtoucas de Drinfeld et corre-
spondance de Langlans, Inventiones Mathemati-
cae, 147, 1, 1-241.

18

Langlands, R. P., (1980).Base change for GL(Z),

Annals of Mathematics Studies, 96, Princeton
University Press, Princeton, N.J.

Langlands, R. P., (1979). Automorphic representa-
tions, Shimura varieties, and motives. Ein Mir-
chen, Automorphic Forms, Representations and
L-Functions, A.M.S. Proc. Sympos. Pure
Mathematics, 33(part 2), A.M.S., Providence,
R.I., 205-246.

Langlands, R. P., (1970). Problems in the theory of
automorphic forms, Lectures in modern analysis
and applications III, Lecture Notes in Mathemat-
ics, 170, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg,
New York, 18-61.

Neukirch, J., (1999). Algebraic Number Theory,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York.

Poonen, B., (2006). A brief summary of the state-
ments of class field theory, U. C. Berkeley pre-
print.

Ramakrishnan, D., (1994). Pure motives and auto-
morphic forms, Motives, A.M.S. Proc. Sympos.
Pure Math., 55 (part 2), A.M.S., Providence, R.I.,
411-446.

Rogawski, J., (1997). Functoriality and the Artin
conjecture, Representation theory and automor-
phic forms (Edinburgh, 1996), A.M.S. Proc.
Sympos. Pure Math., 61, A.M.S., Providence,
R.I., 331-353.

Tate, J., (1979). Number theoretic background,
Automorphic Forms, Representations and L-
Functions, A.M.S. Proc. Sympos. Pure Math.,
33(part 2), A.M.S., Providence, R.1., 3-26.

Taylor, R., (2004). Galois representations, Ann. Fac.
Sci. Toulouse Math. (6),13, 1, 73-119.

Taylor, R., (1997). Icosahedral Galois representa-
tions, Olga Taussky-Todd: In memoriam. Pacific
J. Math., Special Issue, 337-347.

Tunnell, J., (1981). Artin’s conjecture for represen-
tations of octahedral type, Bulletin of the Ameri-
can Mathematical Society (N.S.), 5, 2, 173-175.



