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Hepdogruluk problemi: Onerme mantig1 ifadelerinin iki boyutlu

bi¢imlere doniistiiriilmesi
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Ozet

Bir onerme ifadesinin hepdogru (totoloji) olup olmadigimin kabul edilebilir bir zamanda bulunmast,
bilgisayar bilimlerinin énemli bir problemidir. Herhangi bir onerme ifadesinin hepdogru olup olmadigi,
sadece bir kag degiskene sahip ifadelerde, miimkiin her yorum icin ifadenin degerini hesaplayarak kolayca
bulunabilir. Fakat, ifadedeki degisken sayisi arttikca yorum sayist iissel olarak biiyiimekte ve ¢oziim igin
gereken zaman kabul edilebilir sinirlarin otesine geg¢mektedir. Bu ¢alismada, bu problemi daha kisa
zamanda ¢ozmek igin degisik yollar denenmis ve onerme ifadelerinin iki boyutlu bigimleri elde edilmistir.
Bunun icin onerme ifadeleri, daha az degiskene fakat ayni hepdogruluk degerine sahip baska onerme
ifadelerine indirgenmistir.. Daha sonra bu indirgemeyi baska tiirlii yapip yapamayacagimiz arastirilmigtir.
Bunun sonucu olarak VE baglari ve VE terimleri kavrami ortaya atilmistir. En sonunda énerme ifadelerinin
iki boyutlu bicimlerine ulasimustir.

Anahtar Kelimeler: Onerme mantigi, Boole ifadeleri, totoloji, hepdogruluk, ¢izge, iki boyutlu ifadeler.

Tautology problem: conversion of propositional logic formulas to two

dimensional forms
Abstract

Checking whether a propositional formula is a tautology or not in a feasible time is an important problem of
computer science. A simple way of achieving this is to evaluate the formula for each possible interpretation
and find whether it is true for every interpretation. However, as the number of variables increases, the
number of interpretation increases exponentially and the time to solve the problem becomes unfeasable for
even a few variables. In this study, various ways are investigated to solve the problem in a shorter time and
at last a two dimensional form of the propositional formulas is obtained. To do this, firstly, the original
formula is reduced to other propositional formulas which have less variables but the same truth value. Then
it is investigated whether this reduction can be achieved by other means. As a result, the concepts of AND
links and AND terms are introduced By the aid of these concepts, some two dimensional forms of the
propositional formulas are got and their equivalance to the propositional formulas are shown. Also it is
shown that converting a propositional formula to its two dimensional form takes ks time where k is a
constant and s is the size of the propositional formula. Thus if the problem is solved for a two dimensional
Sformula in O(s) times, then it would be solved for its propositional form in 0(s)+ks times.
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Giris

Boole (6nerme mantigi) ifadelerini ya da her-
hangi bir matematiksel ifadeyi belirtmenin ¢e-
sitli yollar1 vardir. Bu makalede, VE, YADA,
DEGIL simgeleri, degisken simgeleri, 0, 1
sabitleri ve parantezlerden olusan bir dizgi ile
gosterilen onerme ifadeleri ele alinacak ve bun-
lara dizgisel onerme ifadeleri denilecektir. VE,
YADA, DEGIL simgeleri igin , sirastyla,. (nokta),
v, — imleri ve degiskenler i¢inx,y,z harfleri
tek baglarina yada indislerle beraber kullani-
lacaktir.

Her Boole ifadesi bir fonksiyona karsilik gelir.
Eger (x, ,x,,x;) bir ifadedeki tim farkli degis-
kenlerin listesi ise, ifade, f(x,,x,,x;) seklinde
yazilabilir. Eger her farkli degigskene 0 ya da 1
degerlerinden biri atanirsa o zaman bu degis-
kenlerin bir yorumu elde edilir. Ornegin (0,0,0)
(x,,x,,x;) degiskenlerinin bir yorumudur. O
halde, f(x,,x,,x;) ifadesinin (0,0,0) yorumu
icin degeri f(0,0,0) olur. Eger degisken sayisi
n ise, farkli yorumlarin sayis1 2" olur. Eger iki
ifade degiskenlerinin tiim yorumlarinda ayni
sonucu veriyorsa o zaman bunlar birbirle-rine
esdegerdir ve aym1 fonksiyona karsilik gelirler.

Eger iki ifade en az bir yorum igin farkh
degerler veriyorsa farkli fonksiyonlara karsilik

gelirler. Omegin f,(x,y)=x ve f,(x,y)=y
farkli fonksiyonlar1 ifade ederler, ¢iinkii (x,y)
degiskenlerinin (0,1) yorumunda f,(0,1)=0 ve
f,(0,1)=1 olur. n kadar farkli degisken icin
mimkiin tiim farkli fonksiyonlarin
2% kadardur.

sayisl

Bir fonksiyon eger degiskenlerinin biitiin yo-
rumlart i¢in 1 degerini veriyorsa hepdogrudur.
Ornegin 1 fonksiyonu herhangi bir degisken
listesinin tiim yorumlarinda 1 degerini verir. O
halde 1 fonksiyonu hepdogrudur.

Ayni Boole fonksiyonu sonsuz degisik bigimde
yazilabilir.  Ornegin, xvy  dizgisi ve
xvyvxvy..xvy dizgisi aym fonksiyonu
belirtir. O halde, bir ifadenin hepdogru olup
olmadigimi bulma problemi su sekilde ortaya

konabilir: "acaba verilen ifade 1 fonksiyonuna
esdeger midir?".

Bir ifadenin hepdogru olup olmadigini kontrol
etmenin en dolaysiz yolu, degiskenlerin her
farkli yorumu igin ifadenin 1 edip etmedigini
hesaplamaktir. n kadar farkli degisken igin

farkli yorum sayist 2"’dir. Biyikligi (im
sayis1) s olan bir ifadedeki degisken imlerinin
sayis1 ve dolayisi ile farkli degiskenlerin sayisi
en fazla s/2 olur. O halde fonksiyon, en ¢ok
2% kere hesaplanir. Her hesabin aldig1 zaman
ifadenin biylikligi ile dogru orantilidir. Bu
durumda problemi ¢ézmek i¢in gereken zaman

kabaca s.2*'* olarak bulunur.

Bu calismada problemi daha kisa zamanda
¢ozmek icin yontemler arastirilmis ve Onerme
mantig1 ifadelerinin iki boyutlu bigimlerine
ulagilmistir. Kullanilan kavramlar1 ve yontem-
leri gelistirmek i¢in, dnerme mantig1 konusunda,
tim konuya giris kitaplarinda bulunabilecek
standart bilgiler ve gosterilen referanslar hari-
cinde herhangi bir kaynak kullanilmamistir.
Fakat iki boyutlu bi¢cimlerin 6zellikleri incelen-
memis ve hepdogruluk problemi bu tiir ifadeler
icin ¢oziimlenmemistir. Bu makalenin amaci
dizgisel onerme ifadelerinin iki boyutlu ifade-
lere nasil doniistiiriilebilecegini gostererek iki
boyutlu ifadeler kavramini bilim diinyasina ta-
nitmak ve literatlire girmesini saglamaktir.

Dizgisel Boole ifadeleri

Teorem 1 f(x,,....x;.....x,) gibi bir ifade, yalniz
ve yalmzca f(x,,..,0,..,x,). f(x,....1,....x,)
hepdogru ise hepdogrudur.

Ispat : Acik.

Buna gore, bir ifadeden, ayn1 hepdogruluk dege-
rine fakat daha az sayida degiskene sahip bir
baska ifade elde edilebilir (Lammens v.d. 1989).
Buna degisken indirgeme islemi denir ve su se-
kilde gosterilir.

S (X ey X 0eenX,)
X,
S f(x.00,0x,). f (x5 10.0x,)
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Verilen bir ifadenin tiim degiskenleri bu islemle
elendikten ve geriye kalan sadelestirildikten
sonra elde yalnizca 0 yada 1 kalir. Bu islemle
hepdogruluk degeri korundugu icin, elde 1 kal-
masi, asil ifadenin hepdogru oldugu, elde 0 kal-
masi1 ise asil ifadenin hepdogru olmadigi an-
lamina gelir. Sadelestirme, su esitlikler, hi¢ uy-
gulanamayincaya kadar ifadelere uygulanarak
yapilir:
0.x=0 —0=1

lx=x Ovx=x 1lvx=l —1=0

Bir ifadeden x, degiskenini elemenin en dogru-
dan yolu, orijinal ifadeden, birinci keresinde, x;
yerine 0 koyarak f, , ikinci keresinde ise x,

yerine 1 koyarak f, gibi iki ifade elde etmek,

bunlar1 sadelestirmek, gerekirse etraflarina pa-
rantez koymak ve .(VE) islemiyle birles-
tirmektir. Tim bu islemler ks kadar bir zaman

alir. Fakat, elde edilen (f,).(f,) ifadesinin uzun-
lugu, en kotli durumda, 2s'e yakin olur.

Sade bi¢cimler

Bir ifadede, degiskenler, degiskenlerin degilleri
ve 0,1 sabitleri atomsu olarak adlandirilir. Or-
negin x ve —y atomsu fakat x.—y atomsu
degildir. Bir baska agidan, atomsular i¢inde v
yada . islemi bulunmayan ifadelerdir.

Eger bir ifade a,va,v...va, bi¢ciminde ise
buna yadagrubu' denir. Bir yadagrubunda, her
a;, o grubun bir 6gesidir. Bir baska deyisle bir
yadagrubu 6gelerinin yadalanmis halidir. Eger
bir yadagrubunun tiim ogeleri atomsu ise o
zaman buna temel yadagrubu denilir. Ornegin
x,v—x, ifadesinde x; ve —x, atomsudur ve bu
bir temel yadagrubudur.

Eger herhangi bir ifade a,.a,...a, bi¢giminde ise
buna vegrubu denilir. Bir vegrubunda her a,, o

gurubun bir 6gesidir. Bir baska deyigle bir
vegrubu, 6gelerinin velenmis halidir. Eger bir

Yadagrubu ve daha sonra kullanilacak olan
vegrubu, veterimi, vediigimii vb gibi kelimeler bu
konunun terimleridir. Bu nedenle bitisik yazilacak-
lardir.

vegrubunda, her a, bir atomsu ise buna temel

vegrubu denilir. Ornegin x,.—x, bir temel vegru-
budur.

Eger bir vegrubunun tiim 6geleri temel yadagru-
bu ise buna normal vegrubu yada NVG denilir.
Her Boole ifadesinin bir NVG’si vardir. Or-
negin asagidaki ifade bir NVG’dir.

(o, vx,).(x;v—x, v, ).(Ovx,)

Benzer sekilde bir yadagrubunun tiim Ogeleri
temel vegrubu ise buna normal yadagrubu yada
NYG denilir. Her Boole ifadesinin bir NYG'si
vardir. Ornegin asagidaki ifade bir NYG’dir.

X)X, VXXX, Vi, V0L,

Bir NYG'deki her temel vegrubu ya x;, ya —x;
icerir yada bunlar1 igermez.

X0 V.VX,.0, VX, fV.vax, B

VO, V...VO, (1)

Burada herhangi bir j i¢in &, ne x, ne de —,
igeren temel vegrubudur. Iginde hem x, hem de
—x, olan temel vegruplari ya x,.o; yada
—x,.f, seklindedir. Eger herhangi bir «; yada
B;, x; yada —x; igeriyorsa, asagidaki esitlikler

uyarinca elenir(Lammens v.d. 1989).

o (x,) = x.a;(l)
x.a(—x) = x.2;0)
—x,.5,(x,) —x,.3,(0)
—|xl..,3j(—|xl.) —|xl..,3j(1)

Bdylece, herhangi bir j.k,/ icin « B0, te-

rimleri ne x, ne de —x, igerir. (1) ifadesi,
a=a,v..v.a,, f=LNv..vB, ve 0=0,V...VO,

olmak lzere

X,.av—x,. v )
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seklinde daha sade yazilabilir. Buna ifadenin
x,'ye gore sade bi¢cimi yada sadece ‘sade bi¢cim’
denilecektir. Simdi degisken indirgeme islemini
bu bi¢im iizerinde gorelim.

Makalenin bundan sonraki kisimlarinda, dizgi-
sel bir ifadede, — isleminin yalnizca degisken-
lere yada sabitlere uygulanmis oldugunu varsa-
yilacaktir. Eger, bir ifade bu bi¢cimde degilse,
2s kadar bir zamanda bu bi¢ime getirilebilir
(Hopcroft ve Ullman, 1979).

xX,.0v—x,;. VO
X (vt V). av it V)
0 1 1 0

=(0.av1.pv0).(1.av0.4v0)
=(pvo).(avo)
=pavo

Bir ifadenin NYG'sini dogrudan ifadeden elde
etmek i¢in bir yol, x.(yvz)=x.yvx.z esit-
ligini, hi¢ uygulanamayincaya kadar ifadeye
uygulamaktir. O zaman, elde edilen NYG'deki
her temel vegrubu incelenerek i¢inde x, ya da

—x; bulundurup bulundurmadigmna goére «, S

ya da O olarak siniflandirilabilir ve gerekli
islemler yapilarak, indirgeme isleminin sonucu
olan p.avo ifadesi elde edilebilir. Fakat bu
islem {tissel zaman alir. Farkli degiskenlerin ve
bunlarin degillerinin toplam sayis1 2n ’dir. Bir
temel vegrubunda bunlarin her biri ya var yada
yoktur. Bu durumda farkli temel vegruplarinin
sayist 2> olur. Ote yandan, s ifadenin im
sayisi olmak {lizere, 2n <s/2’dir. Dolayis: ile
tiim temel vegruplarim1 olusturma islemi kabaca
2°'? kadar bir zaman alir.

Simdi indirgemenin bagka tiirlii yapilip yapila-
mayacagini arastiralim.

Kolaylikla goriilebilecegi gibi, eger bir ifadede
hi¢ x, yok fakat —x, 'ler var ise, bu ifadenin sade
bicimi —x,.fvJ seklinde olur ve indirgeme
islemi su hale gelir:

(Bvo)o
=0

—x,. fvé X

Benzer sekilde, i¢inde hi¢ —x; bulundurmayan
fakat x; bulunan bir ifadenin sade bi¢imi ve in-
dirgenmis hali su sekilde olur:

X S(av o)
=0

X0V 0

Eger bir ifadede bir degiskenin yalnizca kendisi
varsa (yani degili yoksa) yada yalmizca degili
varsa (yani kendisi yoksa) buna yalmz degisken
denilecektir. O halde bir ifadedeki tiim yalniz
degiskenler, ifadenin sade bi¢imini elde etmeye
gerek olmaksizin, yerine dogrudan O koyarak
elenebilir. Omegin f(x,) i¢inde x, bir yalniz
degisken olsun. Bu durumda indirgeme su se-
kilde yapilabilir.
fx) X f(0)

Bir ifadedeki tiim yalniz degiskenleri bu sekilde
eledikten sonra kalan her degisken en az bir
kendisi ve bir de degili olmak {izere en az iki
kere bulunacak ve tiim farkli degiskenlerin sa-
yist en fazla s/4 olacaktir.

Veterimleri

Bu boéliimde, verilen bir ifadedeki hi¢ bir degis-
kenin yalniz olmadig1 varsayilacaktir. Eger ifa-
de bu bigimde degilse, yukarida anlatildig1 gibi
bu bicime getirilebilir.

Indirgeme islemini yeniden ele alalim.
f(x)=x,.av—x.pfvE X Bavs

Buradaki soru sudur:"acaba iglemin sag tarafini,
ifadeyi sade bicime getirmeden elde etmenin
yollar1 var midir?".

Cevap olumludur ve asagida goriilecegi iizere,
ifade, x, degiskeni yerine S ve —x; yerine ise 0
konularak elenebilir.

x,.av—x,. v X ini'av_'fi-ﬂ\/5

=pLav0.pvo
=poavo
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Ayni sonug, x, yerine 0 ve —x; yerine o ko-
narak da elde edilir.

xi.av—oci.ﬂvé'ﬁb 92[ av =k, fvo

=0ava.pfpvo
=a.fvo

Her iki yolu birlestirerek de ayni sonucu elde
ederiz.

X,
X,.av—x, . Bvo—> ?%‘av_'xi-ﬁ\/é‘

=pavafvo
=pavo

Burada a ve S swrasiyla x; ve —x;'ye VE

islemiyle baglanmis terimlerdir. Bunlara veterim-
leri denir. Dolayisi ile bu yontem, asil ifadeye,
ifadenin NYG'si ya da sade bi¢imi elde edil-
meden asagida gosterildigi gibi uygulanabilir.

f(B.)

Sy X

Veterimlerini bulmak
Burada verilen bir ifadeyi hi¢ doniistiirmeden,
ifadenin i¢inden x, 'nin veteriminin nasil buluna-

cag1 gosterilecektir.

Herhangi bir ifadede, eger varsa x, 'nin herhangi
bir gegisi” asagida gosterildigi bigimde varolabilir.

--.lm.(...vlz‘(...vll'xi.rl\/...)'rzv..-)'rn..-

x, ile dogrudan velenen terim /. 'dir. Eger

1

o
parantezler acilirsa -/ ---[, [,.1.ry-+7,--+, X,'nin

bu ge¢isinin veterimi olacaktir. Buna, &k, & 'inci
gecisi temsil etmek lizere ¢, denilsin. Bunu ya-

pan bir algoritma agagidadir.

? Dizgisel bir ifadede yer alan herx simgesi, x'in
bir gegisidir. Ornegin, x.(yvx.z)v—y.(—zv—x)
ifadesinde x iki kere ge¢cmektedir, o halde bu ifa-
dede x 'in iki gecisi bulunmaktadir.

Algoritma 1
1. Ifadeyi tarayarak x,'nin bir gegisini bul ve
asagidaki islemi yap.

T bos bir kiime ve x;, son veterimi olsun.

3. Saga dogru, ifadenin sonuna kadar asagidaki
islemleri yap.

3.1. Eger ¢ ifade
---1,.t,+-- bi¢ciminde ise o zaman ?,'yl
son veterimi yap ve T i¢ine koy.

3.2. Eger ifade, ---(---vitit,v--r).re--

son veterimi 1se ve

bigi-
minde ve ¢, son veterimi ise, 0 zaman
r'yi son veterimi yap ve T i¢ine koy.

4. Yine x,'den baslayarak, sola dogru, ifadenin

sonuna kadar asagidaki iglemleri yap.

4.1. Eger ¢, son veterimi ve ifade ...7,.7,...
bi¢ciminde ise 0 zaman ¢,'i son veterimi
yap ve T icine koy.

42.Eger t son veterimi ve ifade
ol (-- vt tv---)--- bigiminde ise, 0
zaman /'yi son veterimi yap ve T igine
koy.

5. x;'nin bu gecisinin veterimi, ¢,€7 olmak

uzere, f,....t, dir.

Bu durumda, x,'nin veterimi yani o, x,'nin
biitiin gecislerinin veterimlerinin yadalanmis ha-
lidir. Eger x,'nin gecis sayist n ve ifadenin
uzunlugu s ise, bu islem yaklasik n.s kadar bir
zaman alir. Eger o i¢inde x, ve —x, varsa

bunlar a(x,,—x;)=a(1,0) esitligi uygulanarak
elenir. —x; 'in veterimi olan £ 'da benzer sekilde
bulunur. J terimi ise ifadede x, ve—x, yerine 0

konarak bulunabilir. Tiim bu islemler polinom
zaman alir. Fakat bulunan ifadenin uzunlugu,
asil ifadeden biiylik olabilir. Eger bulunan
ifadenin uzunlugu ortalama 2s olursa, her
indirgeme islemi sonunda uzunluk iissel olarak
artar gibidir. Fakat bir yandan da degisken
sayist azalir ve uzunluk o kadar da fazla
artamaz. Buradan, belki de, uzunlugun iissel bir
sekilde artamayacagi kanitlanabilir. Fakat biz bu
yolla bir ifadeyi tiimilyle indirgemenin {iissel
zaman aldigimi kabul edecegiz.
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VE baglarn ve erisilebilirlik

Yukaridaki algoritma, veterimi bulunmasi kav-
raminin yerine bir terimden digerine gidis kav-
ramimi getirir. Bu kavrami gorsellestirmek i¢in
bir gosterim degisikligi yapalim ve bundan son-
ra VE baglaci i¢in . simgesi yerine - kullanalim.
Bu gosterim ile, dizgisel ifadeler asagidaki seki-
lde yazilir:

R A A (A S o AV VR B AAVZER 78 o MAVARE

Boylece VE baglaci, ayn1 zamanda, veterimleri
arasindaki erisilebilirligi temsil eder.

Erisilebilirlik kurallarin1 asagidaki sekilde ta-
nimlayalim.

1. ¢, terimi i¢in ¢, 'den #,'ye ve ¢,’den ¢, ’e
erisilebilir.

2. (t,vt,)—t, terimi i¢in ¢ 'den t,'e, f,'den
t,'e, t;’den t,’e ve t,’den ¢, ’ye erisilebilir.

3. Eger t/'den ¢, 'ye ve t;’den f,’ya erisile-

biliyorsa o zaman ¢,'den ¢, 'ya erisilebilir.

O zaman eger ¢, 'den ¢,'ye erisim varsa ¢, f,'in
veterimi olur. Bunu gostermek i¢in veterimi kav-
rami1 bir kanitlamaya olanak verecek bi¢imde ta-
nimlanmalidir.

Tammm 1 Eger f(z,t,) fonksiyonu ¢—t,—yvo
seklinde yazilabiliyorsa, o zaman bu fonksiyon
icin, ¢, ve ¢, birbirlerinin veterimidir.

Teorem 2
Herhangi bir ifadede, #,'den ¢,'ye yukaridaki

kurallarla erisilebiliyorsa, ¢, ¢, ’in veterimidir.

Ispat:

Burada her erisilebilirlik kuralimin bu iliskiyi

sagladig1 gosterilecektir.

1. t,—t, terimi icin t 'den t,'ye ve t,’den
t,’e erisilebilir: Iginde t,—t, olan ifade
f (tl _tz)

t,—t,'yi hi¢ bozmadan agalim. Bu su

seklinde yazlabilir. Ifadeyi

sekilde yapilabilir. Ifadede ¢,—t, goriilen

her yere ifadede bulunmayan bir simge
konulur. Yani 6rnegin, 7 ifadede olmayan

bir simge olmak {zere, f(t,—t,)=f(7)
olsun. Sonra bu ifadenin x.(yvz)=x.yvx.z
esitligini uygulayarak yada bagka bir sekilde
NYG’si bulunabilir. NYG’de her temel
vegrubunun iginde 7 ya vardir yada yoktur.
Icinde 7 olanlar gruplanarak sonunda ifade
m—yvo sekline getirilebilir. Simdi 7
yerine ¢, —t, terimi konulursa ifade
t,—t,—yvo seklini alacaktir. O halde
tanima gore 1,
veterimidir.

(t,vt,)—t, terimi icin t 'den t,'e, t,'den

23 L
t’in ve ¢, t,’nin

t,'e, t,’ten 1, ’e ve t,’ten t,’ye erisilebilir:
I¢inde (¢,vt,)—t, olan ifade birinci mad-
dedekine benzer bigcimde (¢,vt,)—t,—yvo
sekline getirilebilir. Bu acilirsa
t—t,—yvt,—t,—yvo ifadesi elde edilir. Tanima
gore ¢, f’in ve ¢ t;’Un veterimidir.
YADA isleminin degisim ve gecislilik
ozellikleri ifadeyi ¢, —t, -y vt —t;,—yvo
seklinde yazma olanag1 saglar Bu durumda
ise t, t,’ninve ¢, ¢, ’in veterimidir.

Eger ¢ 'den ¢ 'ye ve ¢ ’den ¢ ’ya
erisilebiliyorsa 7 'den ¢, 'ya erisilebilir:
t,’den t,.’ya bu kuralla erisilebiliyorsa
t,’nin ¢, ’nin veterimi oldugu birka¢ adimda

gosterilecektir.
3.1. “q p’nin veterimidir” ifadesini (g, p)V'T

seklinde kisaltalim. (z,,¢ VT ve (¢.t,)VT

ifadelerinin dogru oldugunu varsayalim.
Burada bu durumda (z,,¢,)V'T oldugu

kamitlanacakr.  Eger ¢,  t,’nin

veterimiyse  ifadenin  bir  bi¢imi
t,—t,—yvd olur. #, t;’nin veterimiyse

ifadenin bir bagka bi¢imi ¢,—, —uvr
olur. Yani ¢—t,—yvé= t,~t,—uvr
olur. Bu durumda ifade ya t,—,~t,—yvo
yada t,—t,—yvt,—t,—uvo seklindedir.

Birinci durumda, VE islemi degisim ve
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gecislilik 6zelliklerine sahip oldugu i¢in
ifade #,—t,—t,—yvJ seklinde yazilabilir
ve t,’nin

t,’nin  veterimi  oldugu

kamtlanmis olur. Ote yandan herhangi
bir avf ifadesi i¢in avp=a.fvavp
esitliginin gecerli oldugu bilinmektedir.
Yani, ikinci durumda ifade
=t =yt~ vt —t =yt~ —uvo - sek-
line getirilebilir ve yine VE isleminin
ozelliklerinden dolay1 bu
L=t —y—t,— vt =t —yNvE =t — v O
bigiminde yazilabilir. Boylece
(VT t VT = (8,,0)VT

oldugu kanitlanmis olur. Burada =
“ise” islemini temsil etmektedir.

e

p’den q’ya erisilebilir” ifadesi (p,q)E
bigiminde kisaltilsin. Bu durumda bu
maddedeki erisilebilirlik kurali

(¢,,t,)E(1,,6,)E= (¢,,t,)E  seklinde
yazilabilir. (p,q),, E p’den q’ya ilk iki
kurala gore erisildigini, (p,q),E ise

p’den q’ya licilincii kurala yani bu kurala
gore erisildigini  gostersin. Burada
kanitlanmas1  gereken (¢,,¢, ), E =

(¢,,t,)VT 1ifadesidir. Bu kurala gore
t.’den t,’ya yapilan erisim igin Once
t,’den t,’ye herhangi bir kuralla, daha
sonra yine f,’den ¢, ’ya herhangi bir

kuralla erisilmistir. Yani yukaridaki
kural

((tistj)l,zE Vv (ti’tj)3E)'((tj9tk)l,2E v
(tjatk)3E):> (t[:tk)3E

seklinde yada (d1),(d2),(d3),(d4) degisik
durumlar1 temsil etmek tizere

dD(@,2)L,E.(2,,t,),E = (,,6,),E
(d2) (7,,2), E - (2,,1)E = (4,,8,): E

(d3) (1,2))5 E . (1;:1)1, E = (t,,4,), E
(d4) (2,,8,), E.(2,,8,), E = (4,,1,), E

seklinde yazilabilir. Yalnizca verilen ku-
rallarla erisim yapildig:1 kabul edilmek-
tedir. Elbette (¢,,¢,);E ve (¢,,4,),E
icin de aym sey gecerlidir. O halde
eninde sonunda biitiin erisimler ilk iki
kurala indirgenmektedir. O zaman bura-
da ispat i¢in tiimevarim kullanilabilir.

e ¢.°den ¢,’ye ve t;’den 1, ye ilk iki
kuralla erisildigi yani (¢,,¢,),,E ve
(tj,tk)uE ‘nin
varsayalim. Teoremin ilk iki madde-
sine gore (#,,¢;),,E =(¢,,1,)VT ve
(¢, 6, E=(1,,t,)VT  dogrudur.
Bu durumda (¢,,2,)VT ve (z,,¢,)VT
dogru olur. Biraz oOnce ise
(t,,t)VT.(2,5t, )VT=(£,,1,)VT
oldugu gosterilmisti. O  halde
(¢,,t,)VT dogru olur. Boylece (dl)

durumunda teoremin dogru oldugu
kanitlanmais olur.
e Teoremin (¢,¢,),E ve (¢,,1,);E

dogru  oldugunu

ifadeleri i¢in dogru oldugunu yani
(t,5t;,):E =(t;,t,)VT ve
(t,,t,),E=(1,,¢,)VT oldugunu var-
sayalim. Bu durumda eger (¢,,¢,); E
dogru olursa (z,,2,)VT ve (¢,,t,);E
dogru olursa (#,,7,)VT dogru ola-
caktir. (d2) durumu igin (7,,¢;),, E
ve (¢;,t,); £ dogrudur. Teoremin ilk
iki  maddesinde (t,1),E=
(¢,,¢,)VT ifadesinin dogru oldugu
kamtlanmisti. O halde (¢,,7,)VT ve
(1 j’tk)?sE
(t,,¢,)VT dogru olacaktir. Benzer

sekilde (d3) ve (d4) durumlarinda da
(¢,,6,)VT ve (1,,¢,)VT ifadelerinin
dogru olacagi cikarsanir.
(2,,t)VT.(2,5t, )VT=(£,,1,)VT

dogru oldugu icin de (¢,,¢,)VT dog-
ru olur. Boylece (d2),(d3) ve (d4)

dogru  oldugu igin
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durumlarinda da teoremin dogru ol-
dugu anlastlir.

Simdi, indirgeme islemine tekrar donelim:

x,—av—x,—fvé Y (Bv)-(avo)
=f-avo

Islemden sonra a ve p birbirlerinin veterimi
olurlar. Ama iki terimi birbirlerinin veterimi
yapmak i¢in, onlari, birbirlerine erisilebilir kil-
mak yeterlidir. Bu da « ile f arasina asagida
gosterildigi gibi bir yol ¢izerek gerceklestirilebilir.

1
x,—av—x,—fpvS X l-avi-pvo

Burada « ve f arasindaki yol, erisilebilirligi
temsil eder.

Daha iyi bir gergeklestirme ise asagidaki gibidir.

1

x—av—x,—-pvé M 1-qvl-pvS

Iki boyutlu ifadeler
Dizgilerin smirliligindan kurtulduktan ve iki
boyutta serbestce cizebilme olanagma kavus-
tuktan sonra, fonksiyonlar ¢ok daha fazla degi-
sik bicimlerde ifade edilebilir. Asagida bazi
ornekler verilmektedir.

1’
a-b = a
g
a—(b-cvd) = a—(lvd)
x—avx—pf = (avp)
|
(Ivl)—x

Dizgisel bir ifadeden, iki boyutlu ifadeler, ko-
layca, Sekil 1’de gosterildigi gibi elde edilebilir.

X, X, X5V X5(4X, VXX, VX, VXX

7/111?1(1?11)??\\

b i CR £ R B E R SR R S

;(/lﬁflllﬁfl?l\

141 11¥D) 1-1

\ ‘\\1'1\ \

P R I R B B B B L R

—/(Wlllﬁfl?l\

1 1-(1¥1) 1

AN

1
|
P R R S B B B B E

Sekil 1. Dizgisel bir ifadenin iki boyutlu
esdegerleri

Burada ii¢lincii bi¢im yaylardan, —1- bi¢iminde
ve (lvlv...v1) biciminde iki farkli diigiimden
olusan ve uglarinda atomsular olan bir agac
yapisindadir. Diigiimlerden birincisine vedugii-
mii, ikincisine ise yadadiigiimii denir. Yada-
diigimiiniin bir ana (tepe) yay1 ve bir yada
birka¢ taban yay1 bulunur. En tepedeki yada-
diiglimiiniin ana yay1 bu aga¢ bigimindeki ¢iz-
genin kokiinii olusturur.

Yukanidaki esitliklerin dogru oldugunu gos-
termek icin ifadenin herhangi bir yorumu igin esit-
ligin her iki tarafinin da aynm1 degeri verdigini gos-
termek yeterlidir. Sekil 2°de (x,=0, x,=0, x,=0,

x,=0) i¢cin ifadenin aldif1 deger gosterilmistir.

O qvivivi)

00 10 10 1 01 0

Sekil 2. (x,=0, x,=0, x,=0, x,=0) igin ifade
0 degerini alwr

Burada dogal olarak yaylarin bir yonii vardir.
Bir degiskene baglanan yay o degiskenin
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yorumunun degerini alir. Bir yadadii§limiiniin
cikan taban yaylarindan en az biri 1 degerine
sahip olursa giren tepe yayr 1 degerine sahip
olur. Eger c¢ikan taban yaylarmin hepsi 0
degerine sahipse giren tepe yay1 da 0 degerini
alir. Eger bir vediigiimiiniin ¢ikan taban yay-
larinin en az biri 0 degerini alirsa, diiglime giren
tepe yayr da O degerini alir. Aksi halde 1
degerini alir. Bu yorum i¢in kok yay 0 degerini
almistir. Yani bu yorum i¢in ilintinin degeri
0'dur.

Her yay bir ifadeyi temsil eder ve bir yaymn
temsil ettigi ifade, tiim ifadenin yalnizca o yayin
degerini etkileyen kismidir. Yani o yaym ko-
kiinii olusturdugu altgizgedir Ornegin Sekil 3’de
p yayinin belirledigi ifade oklarla gosterilmistir.
Bunlara altifade denir.

—{1?1?1?1

1 1(1?1)

IANNN

xlﬂ"ﬂﬁﬂxlﬂ-‘ﬂ i3

Sekil 3. p yaymin belirledigi ifade

Her iki boyutlu ifadenin bir dizgisel esdegeri
bulunur. Bir ifadenin dizgisel esdegeri biitiin
yorumlarda o ifade ile ayni degere sahip olan
dizgisel ifadedir. p gibi bir yaymn belirledigi
ifadenin dizgisel esdegeri [ p] olsun. Bu durum-
da bu 6rnek icin

[P]=x;.(=x, v X3.—x,)

olur.

Indirgeme

Herhangi bir ifadede indirgeme, ifadenin basit
bi¢imini elde etmeden su sekilde gerceklesti-
rilebilir.

X,

% f(f.a)

VG

Yani —x, goriilen her yere x, nin veterimi ve x;,

goriilen her yere ise —x; ‘nin veterimi konulur.

11

Iki boyutlu ifadelerde herhangi bir degiskenin
veterimini bulmak i¢in dizgisel ilintilerdekine
benzer bicimde x'in her gecisinden baglayarak
asagidaki kurallar uygulanabilir.

1. x'in bir olusunu bul. x'in baglandig1 yay p
ise yani x ve Otesi x— p seklinde ise p'yi
yigita koy.

2. Asagidakileri y1g1t bosalincaya kadar yap.

2.1. Yigittan bir eleman ¢ek. Bu p olsun.
2.2. Eger p ve dtesi p—(p,,..,p,) seklinde
ise p,,.., p, yaylarini yigita koy.

2.3. Eger p—(p,v.vp,)
seklinde ise p,,..,p, yaylarmi yigita

pve Otesi
koy.

24.Eger pve otest (pvp, v.vp,)—q
seklinde ise g yayim yi8ita koy.

2.5. Eger pve Otesi, y bir degisken yada
sabit olmak iizere, p — y seklinde ise bir

sey yapma.
3. Taranan ¢izge x ’in bir veterimidir.

Burada p-(p,,...p,) Pp,p,.-p, yaylar olmak
lizere bir vediiglimiinii temsil eder. p nin yoni

diigiime dogru iken p,,..,p, diglimden ¢ikan
p—(p,v.vp,) pdigime giren
ana yay ve p,,..,p, ¢ikan taban yaylari olmak

tizere bir yadadiigimiini ifade eder.
(p,v..vp,)—q 1ise yine bir yadadigimiini

yaylardir.

temsil eder fakat yaylarin yonii terstir. Yani bu
gosterimde p,,.., p, yadadigiimiine giren taban

yaylarini ve ¢ diiglimden ¢ikan ana yay1 ifade
eder.

Ornegin Sekil 4'te x;’iin bir gecisinden basla-
yarak bulunan ifade oklarla isaretlenmistir. Bu-
rada bir degiskenin veteriminin gergekte o
degiskene baglanan yayin tersinden baslayarak
bulunan altifade oldugu goriilmektedir. p gibi
bir yayin ters yayr p’' seklinde gosterilsin ve
herhangi bir yay etiketinin asag1 dogru yonelen
yaylar1 temsil ettigini kabul edilsin. Ornegin
Sekil 4’te ¢q,, yonii —x;’e dogru olan yaydir.
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Bu durumda sekildeki —x,’in bir gegisinin ve-
terimi ¢, yaymn tersinden yani ¢, yayimndan
baslayan altifadedir.

11 VIV1V1
T N

1 11Vl 1

Z0IERNAN

1

|

W oxd 3ol oxl 3 wd o oxd o

Sekil 4. q| yayindan baslayan altifade
—X, iin bir gecisinin veterimidir

Burada agikca goriildiigii gibi, eger her yayin ya
bir diiglimle yada bir atomsu ile bitmesi ge-
rekiyorsa, kok yaym tersi 1 ile bitmelidir.
Acikca goriilen bir bagka sey de herhangi bir
yorumda bir yadadiiglimiine giren taban yay-
larinin herbirinin degerinin ¢ikan ana yaya esit
olmasi gerektigidir. Yani (p, v..v p,)—¢q gibi
bir diiglim ve i=1...n i¢in, herhangi bir yorum-
da p,’nin degeri g ’nun degerine esittir. Boy-

lece [g,]=x,.x,.1 olur.

—x;’in diger bir gegisinin veterimi ise sekilde
goriilmektedir.

| = (1VIVIV)

N

1 11V 1
VIOR
| ™
R i BRIy B Bt R B

Sekil 5. x, ’iin diger veterimi

Bir degiskenin veterimi o degiskenin biitiin ge-
c¢iglerinin veterimlerinin yadalanmis halidir. Bu
durumda ilinti Sekil 6’da gosterilen big¢imde
cizilebilir. Burada goruldiigi gibi
l¢'1=[9,1v[q,]1=x,x,.1Vv x,.1 olur. Yani x,’lin
veteriminin dizgisel karsiligt x,.x, v x, ifadesi
olur.

12

1 =—(1V1V1¥1Y

xd

Sekil 6. Ornek ifadenin bir baska bigimi ve

X, ‘iin veterimi

Bu biitiin degiskenler i¢in yapilirsa ornek iki
boyutlu ifade asagidaki sekle getirilebilir.

.

1 ~(1¥1)

1 —1VIVLY

ey

1

1\ vy

V1 {1V
xl :-:.[?( ﬂl_( —xl ]

Sekil 7. Ornek ifadenin bir baska sekli

xed

Bu tiir ¢izgelerde yalnmz degiskenler sadece bir
kere, digerleri sadece iki kere bulunur.

Simdi indirgeme islemini yeniden ele alalim.

f(B,a)

fx,—x) X

Bunun anlami sudur: Bir ilintide x; yalniz bir
degisken degilse x ’ye gore indirgeme yapmak
icin, x, ’nin degerinin yerine —x, ’nin veteri-
minin degeri ve —x, 'nin degerinin yerine x, 'nin
veteriminin degeri getirilir. O halde yukaridaki
bi¢imdeki ilintilerde, x, i¢in indirgeme islemi
basittir: eger hem kendisi hem de degili varsa x,
ve —x, simgeleri silinir ve bunlara baglanan

yaylar birlestirilir. Yalmz degiskenlerin yerine
ise 0 konur. Sekilde ifadenin x, i¢in indirgen-
mis hali goriilmektedir.
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Sekil 8. Ornek ifadenin x, icin indirgenmis hali

Indirgemenin dogru olmas i¢in indirgenmis iki
boyutlu ilintinin tiim yorumlarda indirgenmis
dizgisel ilintiye esit olmasi gerekir. Asagida diz-
gisel ilintinin x, i¢in indirgenmis halinin bulun-
masi gosterilmektedir.

X, X, =X, VX5 (—X VXX, ) VX, VXX
Moo (. xy IV 0.(=x; v 0, ) vix, viLy).

(x,.x,.0v1.(=x;, v19I—=x,)vx, v0.x,)
=(x,.X, VX, VX,). (=X VX, VX,)
=(x,vx,).1

=(x, vx,)

Yani dizgisel ilintinin indirgenmis hali x, v x,
olur. Indirgenmis iki boyutlu ilintinin de buna
esdeger olmasi gerekir.

Sekil 9°da indirgenmis iki boyutlu ilintide
sirastyla (x, =1, (x,=0,x,=1) ve
(x, =0,x, =0) yorumlar1 i¢in bulunan degerleri
gostermektedir. | k| k yaymin yani kokyayin
herhangi bir yorumda aldig1 degeri temsil
etmektedir. Gortildigi gibi bu ilinti x, v x,
dizgisel ilintisine esdegerdir ¢ilinkii ayn1 yorum-
larda ayn1 degerleri alirlar.

Verilen 6rnek ¢izgenin biitiin degiskenleri indir-
gendikten sonra aldig1 bi¢im Sekil 10’da goste-
rilmektedir.

Bu islemden sonra elde kalan saf bir ¢izge or-
negidir ve bir ifadenin hepdogru olup olma-
diginin bu tiir bir ¢izgeye bakarak bulunabilmesi
gerekir. Buradaki soru sudur: "Acaba bdyle bir
cizgenin hangi Ozellikleri, hepdogru bir ifadeyi

hepdogru olmayan bir ifadeden ayirt etmek-

tedir?"
1%-{11?1?11?1&
S

1 1—<1V1) 1

[/
1{(1?1) RN \ (1v1
1 w xd

(@): (x, =1) igin | k|=1

11
ldﬁl?l?l?lal\
S

1
1¥1 171 1 171 1
|’( ) ] \ [ .
2 0 -xl 1 1

(b): (x, =0,x, =1) igin | k|=1

0
1—](—-{1?1?1?1
PN

1—1¥1) 1

1
11 \ (vl . 1]
| 1]

(c): (x, =0,x, =0) igin | k|=0

v

x 0

Sekil 9. indirgenmis ilintinin farkl
vorumlarda aldigi degerler, sonucu
etkilemeyen yay degerleri gosterilmemigtir

1 —1WIVIV
oyl K

Sekil 10. Ornek ifadenin timiiyle indirgenmis
hali
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Sonug¢

Dizgisel bir ifadeden, yukarida anlatildigr sek-
liyle iki boyutlu bir ifade elde etmek polinom
zamanda gercgeklestirilir. Daha once bahsedil-
digi gibi (sayfa 4), herhangi bir dizgisel ifadenin
, — simgelerinin yalnizca degiskenlere uygu-
landig1 seklini elde etmek, s ifadenin biiyiikligi
olmak iizere, 2s kadar bir zaman alir. Dizgisel bir
ifadede farkli tipteki imlerin sayisi ile ifadenin
biiyiikliigli arasindaki iliski, her degiskenin yal-
nizca bir imle gosterildigi kabul edilirse,

s=parantez sayist +iglem imi sayis1 + degisken
imi sayis1

olur.

Degisken imlerinin toplam sayist en fazla s/2,
dolayisi ile farkli degiskenlerin sayisi en fazla
s/4’tiir. Aynm1 zamanda ag-kapa parantez c¢ifti
sayis1 islem sayisindan fazla olamaz, ¢iinkii her
parantezin i¢inde en az bir islem olmak
zorundadir. O halde ag-kapa parantez c¢ifti sayisi
en fazla s/4 olur.

iki boyutlu bigimlerde, eldeki dizgisel ifadedeki
her yadagrubu i¢in bir yadadiigiimii, her vegru-
bu i¢in ise bir vediiglimii olusturulur. Vegruplari
ve yadagruplarinin sayist ifadedeki parantez
ciftleri sayis1 ile dogru orantilidir. Ayrica eger
gecis sayisi birden fazlaysa her yalmz degisken
icin bir, yalniz olmayan degisken icin ise biri
kendisi digeri degili i¢in olmak {izere iki yada-
diigiimii olusturulur. Fakat biz biitiin degis-
kenler i¢in (yalniz olup olmadigina yada gegis
sayisina bakilmaksizin) iki yada diiglimii olustu-
ruldugunu kabul edelim. Bunlarin sayis1 da fark-
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I1 degiskenlerin sayisi ile dogru orantilidir. O
halde:

Diiglim sayis1 < ag-kapa parantez sayisi+ farkl
degiskenlerin say1s1*2 < s/4+s/2%2 < 2s

Her yay, bir diiglimii, ya diger bir diigiime yada
bir atomsuya baglamaktadir. Yani:

Yay sayis1 = diiglim sayist + farkli degisken-
lerin sayis1 < ag-kapa parantez sayist + farkl
degiskenlerin sayis1*2 + farkli degiskenlerin
sayisl < s/4 + s/2*3 < 2s olur. O halde, dizgisel
ifadeyi tarayarak iki boyutlu bir ifade
olusturmak, k& bir sabit olmak iizere, ks kadar
bir zaman alir. Indirgeme ise, yine, eger n farkli
degiskenlerin sayis1 ise, n kadar bir zaman
almaktadir( n<s ). Dolayisi ile, eger problem, iki
boyutlu ifadeler icin 0(s) kadar bir zamanda
¢oOziilebilirse, dizgisel Onerme ifadeleri igin
O(s)+ks kadar bir zamanda coziilebilecektir.

Bundan sonraki ¢alismalarda, iki boyutlu ifade-
lerde hangi 6zelliklerin hepdogruluga karsilik
geldigi ve bu oOzelliklerin nasil bulunabilecegi
incelenecektir.

Kaynaklar

Hopcroft J. E., Ullman J. D., (1979) Introduction to
Automata Theory, Languages and Computation,
328-329, Addison-Wesley.

Lammens P., Claesen L., De Man H., (1989)
Correctness Verification of VLSI Modules
Supported by a Very Efficient Boolean Prover,
Proceedings: IEEE International Conference on
Computer Design, October 1989, 266-269.



