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Ozet

Bu calismada, iki uzay ve bir zaman boyutlu nonlineer dalga yayiimi problemi ele alinmigtir. Son-
suz, homojen, zayif nonlineer ve zayif dispersif elastik bir ortamda (2+1) (iki uzay ve bir zaman)
boyutlu dalgalarin modiilasyonu incelenmistir. Modiilasyon problemi icin dalgalarin asimptotik
davranmisint tamimlayan (2+1) boyutlu nonlineer evoliisyon denklemleri tiiretilmistir. Denklemler
tiiretilirken indirgeyici pertiirbasyon yontemi olarak adlandirilan bir asimptotik yontem kullanilmig
ve dalgalarin modiilasyonu probleminin ii¢lii bir nonlineer kismi diferansiyel denklem sistemi ile
karakterize edildigi gosterilmistir. Bu denklemler, bir kisa enine dalga, bir uzun enine dalga ve bir
uzun boyuna dalga olmak iizere ii¢ dalganin etkilesimlerini icermis ve “genellestirilmis Davey-
Stewartson denklemleri” olarak adlandirilmistir. Tiiretilen denklemlerde beliren parametre deger-
leri tizerinde alinan bazi kisitlar altinda, genellestirilmis Davey-Stewartson denklemlerinin litera-
tiirde sik¢a karsilasilan nonlineer Schrodinger denklemine veya Davey-Stewartson denklemlerine
indirgendigi gosterilmistir. Ayrica, tiiretilen genellestirilmis Davey-Stewartson denklemlerinin bazi
ozel ¢oziimleri elde edilmistir. Ozel ¢oziimler hesaplanirken, gezen dalga déniisiimlerini esas alan
bir yontem yardimi ile kismi diferansiyel denklemler adi diferansiyel denklemlere indirgenmis ve
coziimler Jacobi eliptik fonksiyonlart cinsinden verilmistir. Son olarak, elde edilen ézel ¢éziimlerin
bazi durumlarda hiperbolik fonksiyonlara indirgendigi gosterilmis ve parametre degerlerinde ali-
nan kimi fisitlar altinda sech-tanh-tanh ve tanh-tanh-tanh yapilarindaki yalniz dalga (solitary
wave) ¢oziimlerini icerdigi ifade edilmigtir.

Anahtar kelimeler: Nonlineer elastik dalga yayilimi, genellestirilmis Davey-Stewartson denklemle-
ri, gezen dalga ¢oziimleri.
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Wave propagation in an elastic medium:
Generalized Davey-Stewartson
equations

Extended abstract

It is well-known that the envelope of a (1+1) (one
spatial and one temporal) dimensional quasi-
monochromatic wave train is governed by the single
nonlinear Schrodinger equation

id+pA, +qldf 4=0,

where t is time, x is the spatial coordinate and A
denotes the complex amplitude. The nonlinear
Schréodinger equation appears to be a generic
equation describing unidirectional wave modulation.
If modulations transverse to the wave propagation
direction are also allowed, second spatial
coordinate effect should be taken into account and
new (2+1) evolution equations should be derived. A
natural way to obtain two-dimensional modulations
of nonlinear waves is simply to replace the one
dimensional dispersive term with a two dimensional
dispersive term

iA+pA,+sA, +rd, +q|4 4=0.

However, in many two dimensional systems both
short waves and long waves may co-exist and the
modulation of such a system can be characterized by
Davey-Stewartson equations

iA+pA +rA, +q |A|2A —bAg,,
¢xx +m ¢yy = (| A |2)x’

where A is the complex amplitude of the short wave
and ¢ is the long wave amplitude. The Davey-

Stewartson system is a model for the evolution of
weakly nonlinear packets of water waves that travel
in one direction but in which the amplitudes of
waves are modulated in two spatial directions.

The main purpose of the present study is to extent
the analysis of Davey and Stewartson to describe
(2+1) dimensional wave motion in a bulk medium
composed of an elastic material with couple
stresses. To this aim, a multi-scale expansion of
quasi-monochromatic wave solutions is used to
derive (2+1) non-linear model equations for the
description of elastic waves in the far field. By using
the reductive perturbation method, the contribution
of the second spatial coordinate effect on the
propagation of a quasi-monochromatic wave and
zero harmonic modes is determined. It is shown that
the modulation of waves in the above mentioned

medium is governed by the following system of three
non-linear evolution equations which may be called
the “generalized Davey-Stewartson equations”:

P4, +8A,+A, =y |A[ A+b(g, +,)) 4,
¢1,)oc + m2 ¢1,}y +n ¢2,xy = (| A |2 )x’

2
ﬂ’¢2,xx + ml ¢2,yy t+n ¢l,xy = (| A | )yﬂ
where A is the complex amplitude of the free short
transverse wave mode whereas ¢, and ¢, are the

free long longitudinal and free long transverse
wave modes, respectively. These coupled equations
govern (2+1) dimensional weakly nonlinear waves
in a generalized elastic solid, that travel mostly in
the x direction and whose amplitudes are slowly
modulating in both x and y directions. Since the
nonlinear interaction of the quasi-monochromatic
transverse wave and the zero harmonic transverse
and longitudinal waves is considered, i.e., a free
short transverse, a free long longitudinal and a free
long transverse wave modes are included, these
evolution equations present a generalized form of
the Davey-Stewartson equations.

1t is also shown that under some restrictions on the
parameter values, the generalized Davey-Stewartson
equations is reduced to the nonlinear Schrédinger
equation and to the Davey-Stewartson equations.
Finally, some special solutions of the generalized
Davey-Stewartson equations are obtained. By using
the traveling wave transformations, the partial dif-
ferential equations are reduced to ordinary differen-
tial equations and the special solutions are given in
terms of Jacobian elliptic functions. It is also shown
that, these solutions involve secant hyperbolic and
tangent hyperbolic type solitary wave solutions for
some values of the parameters. These solutions can
be given briefly as follows:

A($) =" a sech(bg + D)exp(if),
¢1(§) =—q tanh (b1é, +D),
$,(¢) =—a, tanh(b¢ + D),

and

A(¢) =+ a sech(b,d + D)exp(if),
$ (&) =—a, tanh (b,& + D),
$,(¢) = —a, tanh(b,¢ + D).
Keywords: Non-linear elastic wave propagation,

generalized Davey-Stewartson equations, travelling
wave solutions.
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Giris

Bilindigi gibi zayif nonlineer ve zayif dispersif
sistemlerde (1+1) boyutlu harmonik dalgalarin
yavag degisen genligini yoneten denklem

id +pA, +qld 4=0, (1)

ile verilen nonlineer Schrodinger (NLS) denk-
lemidir (Taniuti ve Yajima, 1969). Burada x
uzay koordinatini, ¢ zamani1 ve 4 kompleks gen-
ligi gostermektedir. Bununla birlikte eger or-
tamda iki uzay koordinati boyunca dalga yayi-
lim1 mevcut ise (2+1) boyutlu yeni bir evoliis-
yon denklemine ihtiya¢ vardir (Zakharov, 1968;
Benney ve Roskes, 1969). Bu denklemi elde
etmenin en dogal yolu bir boyutlu dispersif te-
rimi iki boyutlu hale doniistiirmektir (Pouget
vd., 1993; Collet ve Pouget, 1998):

id +pA, +sA +rd +qld 4=0, (2

Diger yandan, bir¢ok iki boyutlu sistemde hem
uzun hem de kisa dalgalarin varlig1 s6z konusu

oldugundan dalga modilasyonu problemi
Davey-Stewartson (DS) denklemleri:
id +pA, +rd, +q|d A=b4g, 5

. tmd, =(A41),,

ile karakterize edilir (Davey ve Stewartson,
1974; Djordjevic ve Redekopp, 1977; Ablowitz
ve Segur, 1979). Burada A kisa dalganin komp-
leks genligini, ¢ ise uzun dalganin genligini
gostermektedir. Davey-Stewartson sistemi, bir
dogrultuda yayilan ancak genlikleri iki uzay
dogrultusunda modiile olan zayif nonlineer su
dalgalarmin evoliisyonunu modeller. Bu c¢alis-
manin amaci ise Davey ve Stewartson tarafindan
yapilan analizi genellestirilmis elastik bir ortam-
da (2+1) boyutlu durum i¢in genisletmektir.

Son yillarda maddenin ayrik yapisint klasik
elastisite teorisine katmak amaciyla ¢cok degisik
teoriler Onerilmistir (Maugin, 1990; Eringen ve
Maugin, 1990, Maugin, 1999). Burada bahsedi-
len teoriler, malzemede gz Oniine aldiklar
ozelliklere bagli olarak degisik isimlerle adlan-
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dirilirlar. Ornek olarak, yiiksek mertebe gradyan
teorileri, yerel olmayan teoriler, cok atomlu ya-
pilar, mikromorfik teoriler verilebilir. Dalga ya-
yilim1 bakimindan, klasik elastisitenin tersine bu
teoriler lineer yaklasimda dispersif dalga yayi-
limin1 kabul ederler. Modellerin bu dispersif ka-
rakteri, nonlineerligin de hesaba katilmasi ile
yalniz dalgalar gibi diizglin yapilan ¢oziim ka-
bul eden evoliisyon denklemlerinin elde edilme-
sine yol agar.

Bu calismanin amaci, alan denklemleri yer de-
gistirmenin yliksek mertebe gradyanlarini igeren
genellestirilmis elastik bir ortamda dalga yayi-
limin1 incelemek ve (2+1) boyutlu modiilasyon
problemini modelleyen evoliisyon denklemlerini
tiiretmektir.

Bu c¢alismada, oncelikle sonsuz, homojen ikinci
mertebe nonlineer genellestirilmis elastik bir
kat1 i¢in alan denklemleri ve lineer dispersiyon
denklemleri kisaca verilmistir. Daha sonra, in-
dirgeyici perturbasyon yontemi kullanilarak
(2+1) boyutlu dalgalarin modiilasyonu genelles-
tirilmis Davey-Stewartson (GDS) denklemleri
olarak adlandirilan ii¢lii nonlineer kismi diferan-
siyel denklem sistemi ile karakterize edilmistir.

GDS denklemleri, bir kisa enine dalga, bir uzun
enine dalga ve bir uzun boyuna dalga olmak
iizere Ui¢ dalganin etkilesimlerini igermigtir.
GDS sisteminde beliren parametre degerleri
tizerinde alinan bazi kisitlar altinda, denklemle-
rin NLS ve DS denklemlerine indirgendigi gos-
terilmistir.

Ayrica, GDS denklemlerinin bazi1 6zel ¢oziimle-
ri, gezen dalga doniisiimlerini esas alan bir yon-
tem yardimi ile hesaplanmistir. Bu yonteme go6-
re GDS denklemleri adi diferansiyel denklemle-
re indirgenmis ve Jacobi eliptik fonksiyonlari
cinsinden ¢oziim fonksiyonlar1 elde edilmistir.
Son olarak, hesaplanan ¢6ziim fonksiyonlarinin
baz1 durumlarda hiperbolik fonksiyonlara indir-
gendigi ifade edilmistir. Oyle ki, parametre de-
gerlerinde alian kimi kisitlar altinda elde edilen
¢Oziimlerin sech-tanh-tanh ve tanh-tanh-tanh
seklinde hiperbolik fonksiyonlar cinsinden yal-
niz dalga ¢6ziimlerini icerdigi gosterilmistir.



C. Babaoglu, S. Erbay

iki boyutlu dalga yayilim

Mikromorfik elastisite teorisi, elastik ortami olus-
turan maddesel noktalarm 6teleme ile birlikte rijit
donmeler de yapabildigini kabul eder (Suhubi ve
Eringen, 1964). Makro ve mikro sekil degistirme
tansorleri:

2e, =u, tu, +u, u

) 4

&y =Dy +u, +u, ®
Ly =@y, +u,, @

ml>

k,l,mn=1,2,3,

nl,m?

ile verilir. Burada virgiilden sonra gelen £ indisi
x, uzay degiskenine gore kismi tiirevi goster-
mekte olup tekrarlanan indisler iizerinde topla-
ma uzlasimi gegerlidir. u,, yer degistirme
gradyani, e,, makro sekil degistirme tansori,
1—‘k/m
tansorleridir.

g, ve ise mikro sekil degistirme

Bu calismada, mikromorfik elastisite teorisinin
basitlestirilmis bir sekli iizerinde calisilmistir
(Erofeyev ve Potapov, 1993). Buna gore, mikro
sekil degistirme etkilerinin zayif oldugu kabul
edilerek sekil degistirme tansorii ¢,, sifir almur.
o
gradyaninin ikinci mertebe terimlerinin ihmal

edilebilecegi varsayilir. Boylece makro ve mik-
ro sekil degistirme tansorleri

Ayrica, tansOriiniin -~ kendisinin ~ ve

kl

2ey =y, +uy, +u, U
r

" (5)

Km — _u/,km ’

seklini alir. Kinetik enerji klasik elastisite teori-
sindeki gibi:

re gl o) )

olarak alinir. Burada, ¢ indisi zaman degiskenine
gore kismi tirevi, p, ise kiitle yogunlugunu

(6)

gsterir. I¢ enerji yogunlugu fonksiyonu ise

A
L= 5 ey, + He ey + ? €11€n1Cm

+Beye,e (7)

mm mm

C
+Eekke,,e

+2pum’ Tl i V0T 0)
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ile tanimlanir (Erofeyev ve Potapov, 1993). Bu-
rada, 4 ve u lineer elastik sabitler, ¥, & ve
& ikinci mertebe elastik sabitler , U ve m ise
mikro yapiy1 karakterize eden sabitlerdir. Bu
durumda hareketi yoneten denklemler
5dez=5jHdedydz=o (8)
ile verilen Hamilton prensibinden elde edilir. (4)
ifadesindeki & Lagrange yogunluk fonksiyonu

&=T-% olup, karsi gelen Euler-Lagrange
denklemleri

0 0L 0 , OL 0  OL
—(——)+—( )+—( )
ot ou,,  Ox Ou,, Oy Ou,
2 2
oLy oy )
ox? ou, . 8y2 auquy
2
~ (Lo, k=123
Ox0y au,cqu

hareketi yoneten denklemleri verir. Kinetik
enerji ve i¢ enerji yogunluk fonksiyonlar (9) ile
verilen denklemlere yerlestirilerek alan denk-
lemleri elde edilir (Babaoglu ve Erbay, 2004).
Alan denklemleri lineerlestirilirse dispersiyon
bagintilar1 asagidaki gibi elde edilir:

Dl(k,a)):a)z—csz—4(1+v) ¢ m’k*,
D, (k,w) = D,(k,0)= @’ —c;k* —4¢c; m*k*

(10)

Burada, k> =k} +k;, ¢ =(A+2u)/p,

c: = u/ p, olup; c, boyuna, c, ise enine dalga

vE

genliklerini gostermektedir. D, ifadesi boyuna
yerdegistirme modu u, ile ilgili, D, ve D,
ifadeleri ise sirasi ile yerdegistirme modlar u,
ve u, ile ilgili dispersiyon bagintilaridir. (10)
denklemlerinden goriildiigii {izere hem boyuna
hem de enine modlar dispersiftir. Bu ¢aligmada,
kisa enine, kisa boyuna ve uzun boyuna dalgala-
rin  etkilesimini karakterize eden evoliisyon
denklemleri indirgeyici pertiirbasyon yontemi
ile elde edilecektir. Kisa ve uzun dalga genlikle-

rinin modiilasyonunu incelemek igin yavas de-
giskenler asagidaki gibi alinir:
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=e’t.

S=elx—c,), n=¢cy, 7 (8]

Burada ¢, =dw/dk olup, x ekseni boyunca

yayilan dalgalarin grup hizim1 gostermektedir.
(11) denklemlerinde goriilen & parametresi za-
yif dispersiyonun bir Olgiisii iken, zayif
nonlineerligin bir 6l¢iisii olarak hesaba katilirsa
yerdegistirme vektoriiniin bilesenleri asagidaki
sekilde asimptotik kuvvet serisine agilabilir:

w = (En.0)+& G0 +ec |+

u, =£¢,(&,n, r)+32[1225(§,77, 7)e’” +c.c.} f... -
Uy = 8[A(§,77,T)ei‘g + c.c.] (12)
+ 82[ﬂ38(§,77, )’ + c.c.] +...

Burada, @ = kx — ot faz fonksiyonunu, @ fre-
kansi, c.c. bir 6nceki terimin kompleks eslenigi-
ni gdstermektedir. Ayrica, 4 kisa enine dalganin
kompleks genligi, ¢, ve ¢, ise uzun boyuna ve

uzun enine dalgalarin reel genlikleridir. (11) ve
(12) ifadeleri alan denklemlerine yerlestirilirse
& parametresine bagli denklem hiyerarsileri elde
edilir. Uciincii mertebede boyutsuz degiskenler

22
_(cg —G)

2
)
4 E=
A

_ 71(02 —
7k

2 22
T_]’f(cg_cl)

T (13)

> s

iken GDS sisteminin boyutsuz formu elde edilir:

P4 +8A, +A, =y |A A+b(p, +4, )A,
¢1,xx +m 2 ¢1,yy +n ¢2,xy = (| A |2)x5
ﬂ’¢2,xx +m1 ¢2,yy +n ¢l,xy = (| A |2 )y'

(14)

Burada, (A—1)(m, —m,)=n" olup boyutsuz
katsayilar ise asagidaki gibidir:

2
A RS
"\ 7; (Clz_cé) 71(012_c§)
2
@@y | e-d(n 15)
ryikt 20r \y, )’
2 2
_ < (73] _ & [73]
m=—"">_|" SIS I
(cl_cg) 7 (cl_cg) 7
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GDS denklemleri bazi durumlarda NLS ve DS
denklemlerine indirgenir. Ornegin, ¢, =0 alinip

y degiskeni ihmal edilirse NLS denklemi elde edilir:

iA+64, =74 A (16)
Diger yandan, n =(m, —m,)=(1- A1) i¢in

L e
Q§:¢1,§+¢2,q_m_|A| (17)

1

seklinde yeni bir degisken tamimlanirsa DS
denklemleri elde edilir:

iA+S4, 44, =7 |4 4+b0 4,
Qxx +m, ny = ”~11(| A |2)X'

(18)

Ozel ¢oziimler

GDS denklemlerinin bazi 6zel ¢oziimlerini elde
edebilmek i¢in dncelikle gezen dalga doniistimleri
kullanilacaktir (Babaoglu ve Erbay, 2004):

A=1()e", 4 =g(&)., ¢=h). (19)

Burada, 0 =/ x+1,y-Qt,

E=k x+k,y—Q,t, olup, £ —» oo iginf, g ve
h fonksiyonlarinin tiim tiirevleri sifira yaklagir.
(19) ¢oziimleri (14) ile verilen GDS denklemleri-
ne yerlestirilirse bir adi diferansiyel denklem sis-
tem

SK+I) =P+ -Q)f
+x P +b(k g +kh)f,

(K> +mk2)g +nk kb =2k [

nk kg +Ak +m kO =2k, ([,

(20)

elde edilir. Daha sonra, (20)’deki ikinci ve tiglincii
denklem ¢ ’ya gore integre edilip g ve % icin
elde edilen cebrik denklemler ¢oziiliir. Ayrica,
{ > icin f— f ve { > —oiginf — f
kabulleri altinda (20) denklemleri
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[ =2af+Bf, 1)
g =—a(f =1, h=-a, ([,
seklini alir. Katsayilar ise asagidaki gibidir:
a, =k Ak +mk> —nk2) A,
a, = kz(klz + mzkzz - ”k12) A
A= (k12 + m2k22 (A k12 + m1k22 )- nklzkz2 > (22)

1 _
= E[Z +b(ka, +k,a, )] Azla

B=[61+1 -Q-bf* (ke +ha,) Ay
A, =5k2 + k2.

(21)’deki birinci denklem ¢ ’ya gore integre
edilip z= f* seklinde yeni bir degisken tanim-

lanirsa C bir integrasyon sabiti olmak iizere asa-
g1daki denklem elde edilir:

(z) =dz(az’ + fz+C)=D(2). (23)

(21)’deki adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziim-
leri @ >0 ig¢in hesaplanir.

Birinci tip ¢éziimler

a<0, >0 0<a<z<b Ve ®O(z)=-4az(z—a)b—2z)
olsun. f, g ve h Jacobi eliptik fonksiyonlar1 cin-
sinden asagidaki gibi elde edilir:

1) ={b=(b-a)m’[(~ab)*]¢ + D3k},

g“)—(“(ﬁw[ﬂ w-(-Ew],  (24)
h(g):%[ﬂu)—(l—mu].
Burada, u=(-ab)’¢+D, k*=(b-a)/b, f’=a,

D, integrasyon sabiti ve E(u) ikinci tip eliptik
integraldir (Byrd ve Friedman, 1954). k=1 i¢in
a=0 ve b=-p/a olacagindan ¢oziimler hiper-
bolik fonksiyonlar cinsinden elde edilir:

AC)=F (ijz sech(ﬂlzg + D,)exp(if),
a

(25)

$($) = —%/ﬁ tanh (52 + D),

6 (&)= —%ﬂf tanh (B2¢ + D).

ikinci tip ¢oziimler
a>0, <0, 0<z<a<b Ve D(z)=4az(a—z)(b-2z)
olsun. f, g ve h fonksiyonlari

f@)=d@mﬁaw”¢+bzw],

g()=—t—[ E@)-(1-K)u], (26)

( b)l/ZkZ

h¢)= [E@)-(1-k)u],

( b)l/Z kZ
seklinde bulunur. Burada,
k*=alb, f’=a, D,
k=1 i¢in q=b=-p/2a) olup, ¢oziimler hiper-

u=(-ab)*¢+D,,

integrasyon sabitidir.

bolik fonksiyonlar cinsinden elde edilir:

A)=7F (ijz tanh ((ijz ¢ + D,)exp(if),
2a 2

¢1<4):—%(%j tanh( ﬂj ¢+D,), (27

5,(C) = —"‘7(%} tanh ([%)2 £+D,).

Sonuclar

Bu calismada (2+1) boyutlu dalga yayilimi ele
almmis ve mikromorfik elastik bir ortamda dal-
galarin  modiilasyonunun  “genellestirilmis
Davey-Stewartson” denklemleri ile karakterize
edildigi gosterilmistir. Ayrica bu denklemlerin
0zel ¢ozlimleri gezen dalga doniigiimlerini esas
alan bir yontemle elde edilmistir.
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