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Ozet

Bir X Banach uzayi iizerinde tamimli simirli dogrusal T: X — X operatoriiniin agikar olmayan
(vani {0} ve X ten farkl) kapali (hiper)degismez altuzaya sahip olup olmamasi, ‘degismez altuzay
problemi’ olarak bilinir. Burada X in bir Y altuzayimin T operatorii altinda degismez kalmast
T(Y)<Y, hiperdegismez kalmasi ise T ile degismeli her operator altinda degismez kalmasidir.
Tek bir T operatorii yerine bu operatérlerin bir M ailesi g6z oniine alindiginda, Y nin M altinda
(hiper)degismez kalmasi, M ailesine ait her operator altinda (hiper)degismez olmasidir. U,, X
in kapalr birim yuvarini gostermek iizere, M (U ) = {Tx xelU X} kiimesi onkompakt ise M ailesi-

ne birlikte kompakt denir. Bu ¢alismada dogrusal operatorlerin birlikte kompakt ailelerinin
(hiper)degismez altuzaylar: arastirilmaktadir. Kompakt operatorlerin onkompakt ailesi birlikte
kompaktir ancak bunun tersi her zaman dogru degildir. Kompakt operatorlerin énkompakt aileleri
icin bilinen bazi degismez altuzay sonuglari, birlikte kompakt operator ailelerine genisletilmektedir.
Bunu yaparken, p(M') Rota-Strang spektral yaricapi, v(M) Berger-Wang spektral yarigapi ve X
deki sifirdan farklh bir x elemant icin p(M,x) yerel spektral yaricapt kullanilmaktadir. Ayrica
algU daki birlikte kompakt M ailesinin, p(M)=r(M) Berger-Wang formiiliinii sagladigi géste-
rilmektedir; burada 1, X in altuzaylarimin tam zincirini ve algl’, T daki tiim altuzaylar: degismez
birakan operatérlerin kiimesini géstermektedir.

Anahtar kelimeler: Degismez altuzay, birlikte kompakt kiimeler, ortak spektral yaricap.
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On invariant subspaces of collectively
compact sets of linear operators

Extended abstract
Given a Banach space X and a bounded linear op-
erator T:X > X, X may or may not have a

closed subspace Y, other than {0} and X , which

is left invariant under T, that is, T(Y)C Y . This
work is concerned with this problem which is com-
monly known as the invariant subspace problem.
However, instead of taking a single operator T, we
consider a family M of linear bounded operators
on infinite dimensional Banach spaces which are
tied together with a strong compactness condition,
known as collective compactness and we look for a
common invariant subspace of elements of M .

A family M of operators is called collectively com-
pact if the closure of the closed unit ball U, of X

is compact under the action of M . That Iis,
U TU,) is compact in X . Using well-known

TeM

techniques, we generalize invariant subspace results
which are proven for precompact families of com-
pact operators to collectively compact families of
operators. In doing so, we use joint spectral radius
p(M), Berger-Wang spectral radius (M) of M

and the local joint spectral radius p(M,x) for a

non-zero X in X .

A common technique to show that a multiplicative
semigroup SG(M) generated by M has a com-

mon invariant subspace is to show that SG(M) has
a non-zero semigroup ideal which has a non-trivial
closed invariant subspace. Employing this technique
and introducing a semigroup ideal lim(M) in the
multiplicative semigroup SG(M), we show that if
M is collectively compact and r(M)<1 then
SG(M) has an invariant subspace. Another results

in this direction are the ones which yield a common
invariant subspace for a collectively compact family
M of operators if

p(M,x) < sup {p(T)}" and p(M,x)<r(M)

TeM"

for some non-zero x in X .

If, on the other hand, M is collectively compact and
p(M)=1, then we show that SG(M) has a com-

mon invariant subspace. Another case where collec-
tively compact family M has a common invariant
subspace is when p(M)=1 and SG(M) is not
bounded.

In the final part of the work, we consider a complete
chain T of closed subspaces of X and show that if
M is a collectively compact family in alg ' then
we have p(M)<t. Here, algl' denotes the set of
operators that leave all the subspaces in T invari-
ant and algI" denotes the set of all operators

T € algl’ satisfying dist(TZ,Zf)St”Z” for any
gap (Z_,7Z) in T and all zeZ. As a result of

this, we relate the joint spectral radius p(M) to

Ringrose’s diagonal numbers for triangularizable
collectively compact sets of operators:

p(M)=sup{p(T):T e M}.

The arbitrary complete chains of invariant sub-
spaces for collectively compact sets of operators are
then considered, and the joint spectral radius
pP(M) is compared with joint spectral radii of sets
induced by M in the quotient spaces corresponding
to the gaps of the chain. So we first show that that if
M is a collectively family in algl" and & >0, then

there exists only a finite number of gaps (Z_,7Z) of

the chain T" such that M|gap(Z)H>8. And by

using this result we obtain that if M is a collec-
tively family in algl, then we have

o(M) = p(M|T) =max{p(M| gapZ): Z eT?}.

We finally show that the Berger-Wang formula
p(M)=r(M) holds for a collectively compact

family M in algl” where T is a complete chain of
subspaces.

Keywords: Invariant subspace, collectively compact
set, joint spectral radius.
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Birlikte kompakt kiimeler

Giris ve onbilgiler
Bu calisma boyunca X ile sonsuz boyutlu
Banach uzayi, B(X) ile X {izerinde tanimh

tiim dogrusal smurlt operatdrler uzay: ve U, ile
X deki kapali birim yuvar gosterilecektir.

Ac X alt kiimesi verilsin. Eger 4 nin her acik
oOrtlisti sonlu bir alt ortiiye sahip ise 4 ya kom-

pakt kiime denir. Eger 4 nin kapanisi olan A4
kiimesi kompakt ise 4 ya dnkompakt kiime de-
nir. Ayrica T € B(X) operatorii icin, 7(U,)
kiimesi onkompakt ise 7 ye kompakt operator
ad1 verilir.

Tanmm: Operatorlerin bir M < B(X) ailesi ve-
rilsin. Eger M(U,)={Tx:TeB(X),xeU,}

kiimesi Onkompakt ise, M ailesine birlikte

kompakt denir.

Kompakt operatdrlerin énkompakt kiimesi bir-
likte kompaktir (Anselone, 1971, Onerme 5.3).
Ancak asagidaki ornekte goriildiigii gibi bunun
tersi her zaman dogru degildir.

Ornek: M ={T, €eB(l,)):1<p<o,Tx=xe},
) e, =(1,0,0,...)
M@U,) smirh ve 1-boyutlu oldugundan M
birlikte kompaktir. Buna karsin, M 6nkompakt

1

=27 dir.

X=X X, .. ve olsun.

degildir ¢linkii m # n igin ||T i

Birlikte kompakt kiimeler ile ilgili genis bilgi,
uygulamalar1 ile birlikte (Anselone, 1971) de
verilmektedir. Ayrica birlikte kompakt kiime
kavram1 Alpay (1989), Anselone ve Moore
(1964), Anselone ve Palmer (1968) ve DePree
ve Higgins (1970) calismalarinda ayrintili ola-
rak incelenmektedir. Bu makalede kullanilan
kavramlar ve gosterimler ile ilgili Abramovich
ve Aliprantis (2002), Anselone (1971), Radjavi
ve Rosenthal (2000), Shulman ve Turovskii
(2000), Riesz ve Sz.-Nagy (1990) kaynaklarin-
dan yararlanilabilir.

M < B(X) ailesi igin ortak spektral yaricap (ya
da Rota-Strang spektral yarigap1):
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p(M) =limsup HM" H%

n—»o0

ve Berger-Wang spektral yaricapi

(M) =limsup sup {p(T)}%

n—w  TeM"

seklinde tanimlanir. Bunlar arasinda,

r(M) < sup {p(T)}" < p(M)

TeM"

iligkisi vardir. Ayrica herhangi bir x € X vekto-
rli i¢in yerel ortak spektral yaricap

p(M,x)= limsupHM”x "

n—0

ve bir 7 € B(X) operatorii igin,

1
n

p(T,x)=1lim supHT”x

n—>x0

ile tanimlanir.

1
Eger limHM"xnzo ise, M ailesine xe X

Hn—>00

noktasinda yerel yarilpotent denir. Eger M
ailesinin her sonlu alt ailesi yerel yarinilpotent
ise M ye yerel sonlu yariilpotent denir.

TeB(X) olsun. Res(T)={AeC:(T-Al)"
var ve siirekli} — C kiimesine 7 operatdriiniin
ayiract (resolvent) denir. Ayiraca ait olmayan
biitiin A larin kiimesine yani C—Res(T) ye T

nin spektrumu ad1 verilir ve o(7") ile gosterilir.
o, o(T) nin kapal bir alt kiimesi olmak iizere,
o(T)—o alt kiimesi de kapali ise o ya 7 nin
spektral kiimesi denir. 7 nin o spektral kiime-
sine karsilik gelen spektral izdiistimiinii P (T)
ile gosterelim. Ayrica o(7) yi igine alan agik
bir kiime iizerinde tanimli tiim yerel analitik
fonksiyonlarin kiimesini de F(7') ile gdsterelim.

X in altuzaylarmin icice ge¢mesi ile meydana
gelen ' zincirini gozoniine alalim. Eger her
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OcTl igin, sup@zUYEGY,

{0} ve X, I'" yaaitise I' ya tam zincir denir.

inf® = Y,

Ye®

Bagka hicbir zincir tarafindan kapsanamayan
altuzaylarin zincirine maksimal zincir denir.

I', X in kapali altuzaylarinin tam zinciri olmak
lizere herhangi bir Zel i¢in,
Z =sup{Yel:YcZY#Z} tanimlansin ve

{0}_=0 olsun. Eger Z_=# Z ise, (Z_,Z) ikili-
sine I' nin bir gedigi, Z/Z bélimiine de I' nin
bir gedik boliimii denir. 7 e algl’ ve Z €T i¢in
V =Z/Z olmak iizere, T nin Z ye kisitlanigi-
m 7]Z ile, 7 nin V' iizerine indirgenmis opera-
toriindi de 7|V ile gosterelim. algl” daki opera-
tor aileleri i¢in de ayni1 gosterim kullanilmakta-
dir. T tlizerinde tanimli gap. fonksiyonu, her

ZeT i¢in gap(Z)=Z/Z_ ile tammlanr.

X in altuzaylarinin bir I zincirinin maksimal
olmasi1 igin gerek ve yeter kosul I nin tam,
{0}, X eT ve herhangi bir Z €T i¢in Z/Z nin
boyutunun en fazla 1 olmasidir (Radjavi ve
Rosenthal, 2000, Teorem 7.1.9).

Operatorlerin bir M ailesi igin, herbiri bu aile
altinda degismez kalan, X in altuzaylarmin bir
maksimal zinciri varsa bu aileye {liggenlestirile-
bilirdir, denir.

Ara sonuclar
M c B(X) ve TeB(X) olmak iizere, >0

i¢in
eEM)={xeX:p(M,x)<t},
ve benzer sekilde
(M) ={xeX:p(T,x)<t}

tanimlansin.  Asagidaki  yardimci  teorem,
(Shulman ve Turovskii, 2000) deki yardimci
teoremler 13.1 ve 13.2 den yararlanilarak olus-
turulmustur.

Yardimc1 Teorem 1: M < B(X) smirl olsun.
Bu durumda,
a)e,(M), M i¢in hiperdegismez altuzaydir.

b) Her T e M* ve k>0 igin, &, (M) c &,(T) dir.

Tammm: M < B(X) birlikte kompakt kiime ol-
sun. lim(M), T, e M™ ve n, — o olacak se-
kilde birlikte kompakt olan yakinsak {7,} dizi-

lerinin tim kuvvetli limitlerinin kiimesi seklinde
tanimlansin.

Yani, T elim(M) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her xe X i¢in T,x—>Tx, T, eM™ ve
{T,} nin birlikte kompakt olmasidir. Burada
TU, c{T,x:xeU,}={T,}U, oldugundan, T

nin kompakt operator oldugu goriiliir. Baska de-
yisle, lim(M) kompakt operatorlerden meydana

gelmistir. Bu ¢alismada /im(M) sifirdan farkli

kabul edilmistir.

Yardimci Teorem 2: [im(M), SG(M) nin bir
yarigrup idealidir.

Kamit: T elim(M) ve SeSG(M) olsun.
T,eM™ ve xe X i¢in n, > o iken T,x > Tx
olsun. Bu durumda, bir j sayis1 igin
ST, e M’™ ve her xe X igin ST,x — STx dir.
SeSG(M) kompakt operatér oldugundan,
{ST,} birlikte kompakt dizidir. Diger taraftan,
her xe X i¢in I,x > Tx ve Se€SG(M) ise, S
kompakt operatér oldugundan, n, - iken
||(Tk —T)S||—>0 dir. Boylece, her xe X igin

T,8x — TSx dir ve {T,S,7S}, nin kompakt ope-
ratérlerden meydana gelen kompakt kiime oldu-
gu goriiliir. Dolayisiyla, {7,S,7S}, birlikte
kompakt kiimedir. Bu durumda {7, S}, birlikte
kompaktir. Boylece lim(M), SG(M) nin bir
yarigrup ideali olur.

Asagidaki yardimci teorem, operator yari-
gruplarin degismez altuzaylarinin varligini gos-
termekte kullanilan yaygin bir yontemdir. Bu-
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nun kanitt1 i¢in (Abramovich ve Aliprantis,
2002) de Yardimci Teorem 10.49 a bakilabilir.

Yardimer Teorem 3: S, bir Banach uzay1 {ize-
rinde tanimli siirekli operatorlerden olusan car-
pimsal yarigrup ve S,, S nin sifirdan farkli bir

yarigrup ideali olsun. Eger S, asikar olmayan

kapali degismez altuzaya sahip ise, S de ayni
sekilde asikar olmayan kapali degismez altuzaya
sahiptir.

Smirhi bir M < B(X) kiimesi i¢in LIM (M),
T, eM™ ve n,—oo olacak sekilde yakinsak
{T,} dizilerinin tim norm limitlerinin kiimesi
seklinde tanimlansin. (Shulman ve Turovskii,
2000) den de goriilebilecegi gibi LIM (M),
SG(M) nin kapal1 bir yarigrup idealidir.

Asagidaki yardimer teorem (Shulman ve
Turovskii, 2000) de Yardimci Teorem 6.13 tiir.

Yardimer Teorem 4: M c— B(X) smirh kiime
olsun. /', SG(M) den R ye, LIM (M) nin her
noktasinda siirekli ve negatif olmayan bir fonk-

siyon olsun. Eger limsup sup {f(T)}% <1 ise,

TeM"

her T e LIM(M) igin f(T)=0 dir.

n—»0

Onerme 1: M c B(X) birlikte kompakt kiime
olsun. Eger LIM(M)#0 ve r(M)<1 ise, M
hiperdegismez altuzaya sahiptir.

Kamit: LIM (M), SG(M) nin sifirdan farkl bir
yarigrup idealidir. Yardime1 Teorem 4 te f(7)
yerine p(7T) almarak ve p(T) spektral yarica-

pmin kompakt operatorler tizerindeki siirekliligi
kullanilarak, her 7 e LIM(M) i¢in p(T)=0
elde edilir. Boylece LIM (M) yarnilpotent
kompakt operatorlerden olusur. LIM (M) kendi
basina bir ¢arpimsal yarigrup oldugundan, asi-
kar olmayan hiperdegismez altuzaya sahiptir.
Bu durumda Yardimcr Teorem 3’ten, SG(M),

ve dolayisiyla M ve M’
altuzaya sahip olur.

ortak degismez

&9

Asagidaki iki yardimci teorem (Anselone, 1971)
de, sirasiyla, Teorem 4.8 ve Teorem 4.15 dir.

Yardimer Teorem S: 7,7 € B(X) olsun. Her
xeX i¢in Tx—Tx ve {T, —T} birlikte kom-
pakt olsun. Bu durumda o(7T)c U olan her

actk U kimesi i¢cin n>N oldugunda
o(T))c U olacak sekilde bir N € N sayis1 var-

dir.

Yardimer Teorem 6: 7,7 € B(X) olsun. Her
xeX icin T x —>Tx, {T —T} birlikte kompakt
ve f eF(T) olsun. Bu durumda n> N oldu-
gunda felF(7)) ve her xeX igin
f(T)x— f(T)x olacak sekilde bir N eN sa-
yist vardir. Ustelik, n> N igin {f(T,)— f(T)}
birlikte kompaktir.

Asagidaki  iki yardimci teoremin  kaniti

(Misirhoglu, 2006) da yer almaktadir.

Yardimer Teorem 7: 7,7 € B(X) olsun. Her
xeX i¢cin T x—Tx ve {T } birlikte kompakt

olsun. Eger U ve V ayrik agik kiimeleri igin
o(l)cUWV ve o(l)NnU= ise, n=>N

oldugunda o(7,)NU # olacak sekilde bir
N e N sayis1 vardir.

Yardimei Teorem 8: M — B(X) birlikte kom-
pakt kiime olsun. Eger r(M)<l1 her
T elim(M) i¢in p(T)=0 dur.

ise,

Asagidaki 6nerme Onceki sonuglar yardimi ile
kanitlanabilir.

Onerme 2: M c B(X) birlikte kompakt kiime
r(M)<1 SG(M) hiper-
degismez altuzaya sahiptir.

olsun. Eger ise,

(Shulman ve Turovskii, 2000) de yer alan Sonug
13.5’e gore, yerel sonlu yarmilpotent
M c B(X) kiimesi, eger M ve M' tarafindan

iiretilen kapali altcebri sifirdan farkli bir kom-
pakt operator igeriyorsa, asikar olmayan hiper-
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degismez altuzaya sahiptir. Boylece, B(X) in
herhangi bir yerel yarmilpotent birlikte kompakt
alt kiimesi, daima asikar olmayan kapali
hiperdegismez altuzaya sahiptir.

Onerme 3: M c B(X) birlikte kompakt kiime
olsun. Eger p(M,x)< sup {p(T)}TII olacak se-

TeM"
kilde sifirdan farkli bir x € X eleman1 varsa,

M hiperdegismez altuzaya sahiptir.

Kamt: Onermedeki varsayimdan, dyle bir k

dogal sayis1  vardir ki TeM' igin

1
p(M,x)< p(T)k dir. p(M,x)=t diyelim. Bu
durumda, ¢* < p(T) dir ve &(M)c e, (T) olur.
Ayrica xe¢, (M) oldugundan, & (M)#0 dir.
Simdi m;ﬁ X oldugunu gosterelim. Sifir
merkezli ve » yarigapl herhangi bir cember icin
o(T) ye ait, bu ¢ember disinda kalan yalnizca
sonlu sayida nokta vardir. Bu r yaricapinin,
t* <r < p(T) olacak sekilde uygun bir segimini
yaparak, {Z:|Z| =r} ¢emberini T nin ayiraci
icinde alabiliriz. o, spektrumun bu g¢ember
icinde yer alan parg¢asi olsun. Bu durumda o bir
spektral kiimedir. Bu durumda P (T) spektral

izdiisiimiiniin deger bdlgesi, (Abramovich ve
Aliprantis, 2002) deki Problem 6.4.14 de oldugu

n

T"x

n

gibi {xe X: — 0} ile ifade edilebildigin-
den, &,(T), P, (T) nin deger bolgesi i¢inde yer

alir. Kapaniglari alinarak,

&,(T) < RanF,(T) = RanP,(T)

oldugu goriiliir. Diger taraftan, r < p(T) ve
P (T)#1 dir. Dolayisiyla, &,(M)# X olur ve

buradan M nin hiperdegismez altuzaya sahip
oldugu goriiliir.

(Shulman ve Turovskii, 2000) de Teorem 13.10,
spektrumlar1 sayilabilir olan operatorlerden
meydana gelen SG(M) yarngrubu i¢in
p(M,x)<r(M) olacak sekilde sifirdan farkli
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bir xe X elemani varsa, M nin agikar olma-
yan hiperdegismez altuzaya sahip oldugunu ifa-
de etmektedir. Asagidaki 6nerme bu teoremin
bir sonucudur.

Onerme 4: M c B(X) birlikte kompakt kiime
olsun. Eger p(M,x)<r(M) olacak sekilde si-

firdan fakli bir x € X elemani varsa, M agikar
olmayan hiperdegismez altuzaya sahiptir.

Asagidaki teorem Turovskii (1999) tarafindan
kanitlanmigtir.

Teorem: M c B(X) kompakt operatorlerin
onkompakt kiimesi ve p(M)=1 olsun. Eger
SG(M)
hiperdegismez altuzaya sahiptir.

simirhi degilse, M agikar olmayan

Amacimiz bu teoremi birlikte kompakt kiimele-
re genisletmektir. Bunun igin su incelemeyi ya-
palim: X iizerindeki sinirli operatdrlerden olu-
san smirli bir M kiimesi verildiginde, eger

t>p(M) ise, SG(t"'M) smirhidir. Gergekten,
p(t"'M)=t"p(M)<1 dir ve dolayisiyla yete-

rince biiyilik her n >0 igin H(t’lM )'|[<1 olur.

Onerme 5: M c B(X) birlikte kompakt kiime
ve p(M)=1 olsun. Eger SG(M) smirh degil-

se, M asikar olmayan hiperdegismez altuzaya
sahiptir.

Kamt: (z,) gergel sayilarin 7, — 1" olacak se-
kilde bir dizisi olsun. SG(z,'M) smirli oldu-

gundan, X {izerinde tanimli ¢, fonksiyonlarini

asagidaki sekilde tanimlayalim:

@, (x)=s," HSG1 (t,'M)x|, Vxe X,

burada s, =HSGI(1,,’1M )H dir. Tim ¢, ler X

iizerinde normdurlar ve || || normuna esdeger-

dirler. Ayrica her TeM ve her xe X igin
¢n (Tx) S tn¢n (x) dlr
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@ fonksiyonu X {izerinde

o(x)=limsupgp, (x), Vxe X

n—>0

seklinde tanimlansin. ¢, X iizerinde sifirdan
farkli bir yarinormdur. Ayrica her xe X igin
o, (x)£||x|| oldugundan ¢, X {izerinde siirek-
lidir ve boylece Cekp={xe X :p(x)=0} c¢e-
kirdegi, X in kapali bir altuzayidir. Ayrica her
xeX,TeM ve SeM’ igin

@(Tx) = limsup @, (Tx) < limsupt, ¢, (x) = ¢(x)

n—>00 n—»0

Ve

@(Sx) = limsup ¢, (Sx) < ||S || limsup ¢, (x)

n—w

=[slee

n—o0

oldugundan Cekp, M altinda hiperdegismez
altuzaydir.

Oncelikle Ceke # X , yani ¢ # 0 oldugunu gos-

1

terelim. ¢, (x,)>¢~ ve ||xn|| =1 olacak sekilde

x, € X dizisi segelim. ¢, (x,) nin tanimindan,

SG,(t,”'M) nin elemanlarinin 8yle bir {7} di-
zisi vardir ki, her #n igin

-1
s, ||Tx

n-n

>,

olur. SG(M) smirsiz oldugundan, Oyle bir

n, € N sayis1 vardir ki her n>n, icin T, # [
dir. Dolayistyla her n i¢in 7, =Q S  seklinde
yazilabilir, burada S, ez, 'M ve Q, € SG,(t,”")
dir. M deki {¢,§,} dizisini gozdniine alalim.
M birlikte kompakt oldugundan, M deki her

dizi yine birlikte kompaktir ve dolayisiyla
{t S x } dizisi onkompaktir. Boylece bu dizi

n—n-"n

{t, S, x, } seklinde yakinsak bir altdiziye sahip-
t, S

tir. ¢, S, x, >yeX diyelim. Bu durumda,

S, X, — yH — 0 olur. Her n i¢in
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(S,x,—y)<

?,

S,x,— y||
ve her n, i¢in

2, M20, (S, x,)-9, (S, x, —y)
> @, (Snk X, )— ‘Snk X, — y”

oldugundan,

@(y) =limsupg,(y) 2 limsupg, (S, x, )

n—w k—o

saglanir. Diger taraftan her n igin,

t, ' <5, 08,5, <s,7SG ¢, M)S x,
= wﬂ (Sll xﬂ )
oldugundan, ¢@(y)>1 elde edilir. Bdylece

Cekp+ X ve @ #0 bulunur.

Simdi de Cek@ # 0 oldugunu gosterelim.

||T ||2 ise T e M" operatoriine M igin

(o
i=1

oncii denir. SG(M) smirsiz  oldugundan,

UM’H}:I smirli  degildir.  Dolayisiyla,
i=1

{ )
my—1 nmy—1
Uar') ve U ar
i=1 i=1

kilde artan bir {m,} dizisi vardir. Boylece, M

HM’"" H > ve — oo olacak se-

i¢in 6ncii olan 7, € M™ operatdrlerinden olusan

bir {7,} dizisi vardir dyle ki ||Tk||—>oo olur.
a, =|T|" diyelim. x, € X dizisini her  igin

||a,(7}€x,( || >t~ olacak  sekilde  segelim.

1
p(M)= limHM "l" =1 oldugundan, her n igin

HM "l=1 dir. Boylece, «,7, operatorlerinin
herbirini P, («,0,) bi¢ciminde yazabiliriz, bura-
da BeM, ,0,€SG(M) ve {,0,} smirh

bir dizidir. Ayrica {,0,x,} dizisi smirhdir.
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Dolaysiyla, {F,.0,Q,x,}={e, T x,} dizisi, {F}
birlikte kompakt oldugundan yakimsak bir
altdiziye sahiptir. r—> 0 iken
Fa, O x, —>y, olsun. Her icin

Hak,Tk,‘xk,. H>tkr’1 oldugundan y, #0 dir. Diger

r

taraftan, @(7, x, )<¢(x;, ) ve ¢(x, )<1 oldu-

gundan,

(y,) = }gg (P(ak,_ T, %, ) <limsup o o(x; )

r—0

= limsup a, =0

r—>00

olur. Yani, ¢(y,) =0 ve bdylece y, € Ceke dir.
¥, #0 oldugundan Ceke # 0 bulunur.

Berger-Wang formiilii

M < B(X) i¢in p(M)=r(M) ifadesi Berger-
Wang Formiilii olarak bilinir. Berger ve Wang
(1992), sonlu boyutlu dogrusal uzaylar iizerinde
tanimli operator aileleri i¢in bu formiiliin sag-
landigin1 gostermisglerdir. Shulman ve Turovskii
(2000) ise bu formiiliin sonsuz boyutlu Banach
uzaylan iizerinde tanimli kompakt operatdrlerin
onkompakt kiimeleri ve esasli skaler operatorle-
rin onkompakt kiimeleri i¢in saglandigini kanit-
lamiglardir. Ancak su unutulmamalidir ki
Berger-Wang formiilii, sinirli operatorlerin key-
fi, hatta 2-elemanl kiimelerine genisletilemez.
Bu durum Rosenthal ve Soltysiak (1995) tara-
findan bir 6rnekle gosterilmistir. Bu ¢aligmada
Berger-Wang formiiliiniin, 6zel bir durumda,
birlikte kompakt kiimeler i¢in saglandig1 gdste-
rilmektedir.

Asagidaki yardimci teorem, (Shulman ve
Turovskii, 2000) de Sonug 4.3 tiir.

Yardimer Teorem 9: F, X in kapal
altuzaylarinin sonlu bir zinciri ve {0},X € F

olsun. Eger M — B(X), algF de smirlh ise,
p(M)= max{p(M| V):V e gap(F)} dir.

I', X in kapali altuzaylarinin tam zinciri olsun.

Tanmm: algI', tim T ealgl’ operatorlerinin,
I' daki herhangi bir (Z_,Z) gedigi ve her ze Z
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icin, dist(Tz,Zﬁ)St”z” kosulunu saglayan kii-

mesi olsun. F', X in kapal altuzaylarinin zinciri
olmak lizere, M calg F' ve {0},X € F ise, I

ye M < B(X) igin bir ¢-zinciri denir.

Asagidaki yardimc1 teorem, (Shulman ve
Turovskii, 2000) deki Yardimci Teorem 4.6 dir.

Yardime1r Teorem 10: algI” daki kompakt

operatdrlerin herhangi bir sonlu M kiimesi, her
& >0 i¢in sonlu bir (¢ + &) -zincirine sahiptir.

Shulman ve Turovskii (2000), algI’ da kom-

pakt operatorlerin onkompakt M kiimesi igin,
p(M) <t oldugunu gostermislerdir. Asagidaki
onerme bu sonucu, birlikte kompakt kiimelere
genisletmektedir.

Onerme 6: M, algT' da operatdrlerin birlikte
kompakt kiimesi ise, p(M) <t dir.

Kamt: ¢£>0 verilsin ve M ;c M sonlu bir

kiime olsun. Bu durumda TeM ve xeU,
i¢in, HTx—ZyjH <& olacak sekilde T, eM,
(Jj=1..m),
H y].H <1, noktalar1 vardir. M, kompakt opera-

(i=1,...,n) operatorleri ve y,

torlerin alg,I' daki sonlu bir alt kiimesidir. Do-
layisiyla M, Yardimci Teorem 10 dan sonlu
bir (¢ + &) -zincirine sahiptir. Bu zincire F' diye-
lim. Bu durumda her TeM, ve ZeF icin,

HT| gap, (Z)H <t+e olur. Simdi her T e M igin
HT | gap.(Z )H <t+2¢ oldugunu gosterelim.
TeM ve x,V=Z/Z gediginin kapali birim

yuvarmin keyfi bir eleman1 olsun. Bu durumda
x =y olacak sekilde bir ye Z, y|| <1, vardir.

Buradan

HT| Vi

<|rlvz-tlvs,|+|zls,

SHTX_ZJ//H-"H];J/JH <t+2¢



Birlikte kompakt kiimeler

elde edilir; burada Ty,, M ailesinin birlikte
kompaktligina gore secilmigtir. Bu esitsizlik
Z/Z  deki her x, fc”Sl, icin dogru oldugun-

dan, her T e M ig¢in,

Tl VH <t+2¢ olur. Boy-

lece her SeM igin, HS| gap(Z)H<t+2$ elde

edilir.  Dolayisiyla, her ZeF icin,
p(M|gap,(Z))<t+2¢ dur. Bununla birlikte
Yardimci Teorem 9 dan,
o(M)=max{p(M|V):V e gap(F)} dir ve bdy-
lece p(M)<t+2¢ olur. &—0 almarak,
p(M) <t bulunur.

Asagidaki  sonucun kaniti, (Shulman ve

Turovskii, 2000) deki Sonug¢ 4.8’in kanit1 ile
aynidir.

Sonu¢: M < B(X) tiggenlestirilebilir birlikte
kompakt  kiime olsun. Bu
p(M)=sup{p(T):T € M} dir.

durumda,

Onerme 7: M , algD" da birlikte kompakt kiime
ve £>0 olsun. Bu durumda I' zincirinin,

HM |gap(Z)H>$ olacak sekilde sonlu sayida
(Z_,7) gedigi vardir.

Kamt: Varsayalim ki gediklerin olusturdugu F
kiimesi sonlu sayida gedikten olusmasin. £ de-

ki her (Z_,Z) gedigi igin ||Tx+Z_||>g olacak
sekilde T e M ve xeU, alalim.

W, boyle Tx vektorlerinden olusan kiime olsun.
Tx ve Sy, W kimesine ait farkhh (U_,U) ve

(V_,V) gediklerine karsilik gelen herhangi iki
vektor olsun. I' =zinciri tam oldugundan,
VcU_ seklinde alabilirizz Bu durumda,
SyelU_ ve ||Tx—Sy||2||Tx+U7||>e olur. F
sonsuz oldugundan, W 6nkompakt degildir. Di-
ger taraftan, W c MU, dir ve bodylece W
onkompaktir. Bu ise bir celiskidir.
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Asagidaki 6nerme Shulman ve Turovskii (2000)
tarafindan, algl’ da, kompakt operatorlerin

onkompakt kiimeleri i¢in kanitlanmustir.

Onerme 8: M c B(X), algl" da birlikte kom-
pakt kiime olsun. Bu durumda,
p(M) = p(M|T) = max{p(M| gapZ): Z e T} dir

Onerme 8 ve asagidaki énermenin kanitlar1 igin
(Misirhoglu, 2006) ya bakilabilir.

Onerme 9: M c B(X), algl" da birlikte kom-
pakt kiime olsun. Bu durumda, p(M)=r(M)
dir.
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