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Ozet

Fermiyonlar doganin vazgecgilmez yapitaslaridir. Sadece Fermiyonlar: kullanarak dogayr a¢iklayan
bir model kurmak tekrar eden bir fikirdir. Bu dogrultuda bir deneme de Giirsey'in ¢alismasidir ve
bu ¢alismada polinom olmayan Lagrange fonksiyonu kendi kendine etkilesen spinorleri tamimlamak
icin yazilmistir. Bu modelin onemi konformal degismez olmasi ve klasik ¢oziimlere sahip olmasidir.
Kortel bu teori igin sonradan instantonik ve mezonik ¢oziimler oldugu gosterilen bir ¢oziim bulmus-
tur. Akdeniz ve digerleri (1982, 1983) tarafindan vektér Giirsey modeline esdeger polinom
Lagrange fonksiyonu yazilmasi ve kuantize edilmesi igin bir ka¢ ¢alisma yapilmistir. Esdeger mo-
delde temel alanlarin birbirleriyle sagiimalari entegral siniri sonsuza gotiiriildiigiinde yani cut-off
kaldirddiginda sifir olmaktadir. Diger alanlardan olusturulan, diger bir deyisle kompozit olan
alanlarin birbirleriyle sagiimalart sonlu kalmaktadir ve kompozit alanlarla spinér alanlarin etki-
lesmeleri sifir sagilma genligine sahiptir. Sonug¢ olarak temel spinor alanlar igin sonlu
renormalizasyona sahip model elde edilmistir. Cut-off kaldirildiginda etkilesmelerin sifirdan farkl
oldugu model, baska bir deyisle trivial olmayan model arayislarina modele skaler alan eklenerek
devam edilmistir. Onceki modele ait bazi ézelliklerin degistigi goriilmiistiir. Modelde bazi etkiles-
meler igin sonsuz renormalizasyona ihtiyag¢ vardir. Model i¢in renormalizasyon grubu denklemleri
olusturulup ¢éziimler elde edildiginde kuantum elektro dinamiginde ¢ok iyi bilinen "Landau Kutbu"
problemi ile karsilasiimistir. Landau kutbu probleminin kaldiriimasi igin polinom Lagrange fonk-
siyonuna degisik gruplarda skaler ve/veya vektor alanlar eklenmistir ve alti tane yeni model olustu-
rulmustur. Olusturulan modellerin sadece bir tanesinde Landau kutbu bulunmadigi gériilmiistiir ve
trivial olmayan bir model elde edilmistir.
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Renormalization group analysis of a
vector Giirsey model

Extended abstract
To find a non-trivial field theoretical model is one of
the outstanding problems in theoretical high energy

physics. The perturbatively nontrivial ¢4 theory in

four dimensions was shown to go to a free theory as
the cut-off was lifted a while ago. The Nambu-Jona-
Lasinio model, which is non-renormalizable pertur-
batively, was also shown to go to a trivial model.
There are claims that the gauged Nambu-Jona-
Lasinio model may give a non-trivial theory for a
non realistically large number of flavors. All these
examples show that the search for non-trivial models
may be an interesting endeavor. On the other hand,
there are two-dimensional models with infinite num-
ber of local and non-local charges. These models
were shown to give scattering matrices without par-
ticle production indicating a behavior not expected
from fully interacting theories. When the symmetry
present in these models is broken, these models give
rise to particle production in perturbative
calculations.

Another class of models are those with zero scatter-
ing amplitudes for the constituent fields, even though
their Lagrangians seem to have non-zero interaction
terms. These interactions arise from constraints. An
example of them is taking a product of the constitu-
ent field equal to a power of the auxiliary field, i.e.
forming composites of the constituent fields. The
interaction of the constituent field with the compos-
ite field is defined. The Lagrangian contains the ki-
netic part of only the constituent spinor fields and
the kinetic terms for the composites are formed as a
result of vacuum polarizations of the composite field
due to its interaction with the constituent field. Such
models simulate the models with only spinors.

The first work on models with only spinors goes
back to the work of Heisenberg. Giirsey proposed
his model as a substitute for the Heisenberg model
in the fifties. This spinor model is important since it
is conformally invariant classically and has classi-
cal solutions which may be interpreted as instantons
and merons, similar to the solutions of pure Yang-
Mills theories in four dimensions. This original
model can be generalized to include vector, pseu-
dovector and pseudoscalar interactions. A while
ago, Akdeniz et al. claimed to have written a poly-

nomial Lagrangian equivalent to the one given by
Giirsey. Now we know that the models studied are
only naively equivalent to these spinor models. He,
with his collaborators, has also shown that in some
of these models, the interaction of the spinor field
with other spinors goes to zero. The model is not
only asymptotically free, it is actually free, meaning
that the coupling constant goes to zero as the cut-off
is removed.

We could not find physical processes which give re-
sults indicative of an interacting theory. With this
motivation we want to give a new interpretation of
the old work of Akdeniz et al.. First of all we see that
the polynomial form of the original Giirsey model
really does not correspond to it in the exact sense.
The two versions obey different symmetries. Then we
go to higher orders in our calculation in the new
version, beyond the one loop for the scattering proc-
esses. We see that while the non-trivial scattering of
the fundamental fields is not allowed, bound states
can scatter from each other with non-trivial ampli-
tudes. In our model we find that we do not need an
infinite renormalization in any of the diagrams. We
need to renormalize the coupling constants by a fi-
nite amount. The contributions from even number of
diagrams are finite, hence require no infinite renor-
malization. The scattering of two vectors to four, or
to any higher even number of vectors is finite, while
the productions of spinors from the scattering of
vectors go to zero as the cut-off is removed. A fur-
ther point would be to couple an elementary scalar
field to the model similar to the work of Bardeen et
al. We see that some properties of the previous
model are changed drastically. In our new model
spinors can scatter from each other and some inter-
actions are needed infinite renormalization. We need
to renormalize the coupling constants by an infinite
amount. Using renormalization group analysis tech-
niques we construct the renormalization group
equations for the model. When the renormalization
group equations are solved, we encounter the "Lan-
dau Pole" problem which is well known in quantum
electro dynamics. It means that the model is trivial.
To find non-trivial model we can add scalar and
vector fields, which have different symmetries, to the
polynomial Lagrangian. We see that only one of
them gives non-trivial model result in the con-
structed model.

Keywords: Composite particles, constrained model,
renormalization group.
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Giris

Sadece spindrleri kullanarak dogayi agiklayan
bir model olusturmak ge¢misten beri tekrar eden
bir fikirdir. Bu modellerde bozonlar da spindr
alanlariin karisimi olarak yapilandirilmaktadir.
Heisenberg (1954) sadece spindrleri kullanarak
"Herseyin Teorisi"ni yapmak i¢in g¢aligmistir.
Bu dogrultuda baska bir deneme de Feza
Giirsey'in (1956) calismasidir ve bu c¢alismada
polinom olmayan Lagrange fonksiyonu kendi
kendine etkilesen spindrleri tanimlamak ig¢in
yazilmistir. Bu spinér modelin 6nemi klasik ola-
rak konformal degismez olmasi ve klasik ¢o-
ziimlere sahip olmasidir. Fikret Kortel (1956) bu
teori i¢in bir ¢6ziim bulmustur ve daha sonradan
¢cOziimlerin instantonik ve mezonik ¢oziimler
oldugu gosterilmisir (Akdeniz, 1982). Ayrica
bulunan ¢oziimler dort boyutta saf Yang-Mills
teorisinin ¢oziimleriyle benzerlik gostermekte-
dir. Giirsey modeli skaler, pseodoskaler ve
pseodovektor etkilesmeler i¢in de
genellestirilebilir.

Bu calismada ilk olarak polinom formundaki
model incelenecek daha sonra modele gercek
skaler alan eklenerek iki model arasindaki farklar
ortaya konacaktir (Litfiioglu ve Taskin, 2007).
Son olarak trivial olmayan bir teori elde edebil-
mek i¢in modeller olusturulup incelenecektir.

Model

Feza Giirsey tarafindan Onerilmis dort boyutta
sadece spinodrlerden olusan Lagrange fonksiyo-
nu asagidaki gibidir

L=y (io-myy + [y Jorw (1)

Model iki yardimer vektor alan tanimlanarak
asagidaki gibi polinom formuna doniistiiriilebilir
(Akdeniz vd, 1982)

L :J(z@#y" —igd ,y" g +eG,y" @

+ed,y" —my —e'2,G"G.
Denklem (1)’de verilen model denklem (2)’de
verilen modele esit degildir, ¢linkii iki modelde
farkli simetrilere sahiptirler.

Modeli siirekli olarak kuantize etmek igin yol
entegralleri yontemi kullanilmalidir. Modelde
Faddeev-Popov determinantin1 hesaplamak igin
ilk olarak bag hesabinin yapilmasi gerekmekte-
dir. Model i¢in baglar asagidaki gibidir:

oL -8 —
T = — =0, = =iyy,,
0(0,y) 0(0w)
oL oL
=~ O, a,6 = ~ O:
P 5@0hy) " 50,G,) 3)

o, =yry-¢G,G’ ~0,
0, =y w—e'A,G’ -2 AGG, ~0.

Baglarin birbirlerine goére Poisson parantezleri,
{Hi,é’j }, sifirsa baglar birinci sinif baglardir de-
gilse ikinci sinif baglardir ve 6.’ler modeldeki

baglar1 temsil etmektedir. Biitlin baglar ikinci
sinif baglardir (Dirac, 1966) ve baglar 6x6 bo-
yutunda bir matris olustururlar. Olusturulan
matris yardimiyla Faddeev-Popov determinanti

1/2
det]{9,,0, )] " denklemi ile elde edilir. Yol en-

tegralleri yontemi kullanilarak biitiin kanonik
momentumlar iizerinden entegral alinirsa bolii-
siim fonksiyonu ve etkin Lagrange fonksiyonu

Z = [ DyDyD1, DG, DC,.DC, expli[ d*xL,, )

Lopin = J(iaﬂ” —igd,y"g" +eG,y"

4)

+ eﬂﬂy” -m)y — e‘%HG”G + Lyyater
olarak elde edilir. Denklemde C ve C
Faddeev-Popov ~ hayalet  alanlardir  ve

Ligyarer = iC e’ (g#sz +2G*G” )CV olarak ta-
mmhdir.  Alanlar asagidaki gibi  yeniden
tanimlanabilir:
J/—l = _ngﬂg‘l + eG,u + eﬂ‘ﬂ s

e
F#:/I#—Gﬂ, (5)
4,=G,+4, +2g8#g’1.

Yeni alan doniisiimleri altinda etkin eylem
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Sy = Trln(iﬁﬂj/” +ed " —m)

etkin

+ Id4x[e4J4 +diger terimler] (©)

olarak elde edilir. Etkin eylemin birinci tiirevleri
aliarak iribaslar (tadpole) yokedilebir ve ikinci
tiirevleri alinarak ters propagatorler elde edilebi-
lir. Vektor alan i¢in ters propagator

82Setkin ez 2
[l + sonlu terimler}
&

olarak elde edilir ve denklemde ¢ =4 —d boyut
diizeltme parametresidir. Bag denklemlerinden
gelen hayalet alanlar da dahil olmak tizere biitiin
diger alanlar modelden diismektedir. Etkilesen
alanlar sadece spindrler ve kompozit vektor
alanlardir. Feynman ayarinda vektér alan

wuv
propagatorii x4 fx gibidir. Vektor alan icin

baslangigta kinetik kisim olmamasina ragmen
bir halka diizeltmeleri bu terimi Uretmistir ve
dinamik bir varlik kazandirmigtir. Spindr
propagatoriine  yliksek mertebeden katkilar
Schwinger-Dyson denklemi ile hesaplanabilir,
fakat yiiksek mertebeden katkilarin spinor kiitle-
sine katki getirmedigi goriilmiistiir.

Olusturulan bu modelde sadece vektor alanlar sa-
cilabilmektedir ve sonlu sagilma genligine sahip
olduklar goriilmiistiir, ¢iinkii her bir probagator &
katkis1 icermektedir. Ayrica aga¢ diyagramlari-
na gidildiginde spindrlerin vektdr alanlarla sa-
cilmalar1 sonlu sagilma genligine sahiptir. Dort-
lii vektor alan sagilmasinin bir halka diizeltmesi
spindr kutu diyagrami spindér QED’de sonlu ola-
rak bilinmektedir (Feynman, 1949). Spinor alan
sagilmalar1 ise & mertebesinde sifir olmaktadir.
Sonug olarak bilesik spindr alanlar i¢in sonlu
renormalizasyona sahip bir model elde edilmis-
tir (Hortagsu ve Taskin, 2007).

Skaler alan eklenmis model
Calismalarimiza  literatiirdeki caligmalara
(Bardeen vd., 1986; Leung vd., 1986) benzer

olarak modele ger¢ek kiitlesiz skaler alan ekle-
nebilir. Bu durumda skaler alan eklenmis mode-
lin etkin Lagrange fonksiyonu asagidaki gibidir

Letkin = J(iaﬂ}/ﬂ - igaﬂ/ﬂg% + eGﬂ}/”
+ ellyj/ﬂ - m)l// - e4/1/‘G‘uG + Lhayal@t (8)

+0.0F —ywow -2 4"

Modele ek olarak iki yeni etkilesme sabiti gel-
mistir. Bu etkilesme sabitleri Yukawa tipi etki-
lesme icin y ve dortli skaler etkilesme igin a
seklindedir. Uygun alan doniistimlerinin yapil-
mas1 ve hayalet alanlarin modelden diismesi ile
etkin Lagrange fonksiyonu

Loy, =w(i0 7" +eJ ,y" = yp—my

4 14 1 2 a 4 (9)
_etJ +E(aﬂ¢) 54

olarak elde edilir. Skaler alan i¢in normal kiitle-
siz skaler alan propagatorii kullanilacaktir. Vek-
tor alan ve spindr alan propagatoriinde bir degi-
siklik bulunmamaktadir.

Modele skaler alan eklenmesi ile birlikte dnceki
modelde elde edilen bazi sonuglar degismistir.
Artik iki spindr alan sacilabilmektedir. Bu sa-
¢ilmanin en diisiik mertebesi aga¢ diyagramla-
riyla gosterilebilir ve bir iist mertebeden kutu
sacilmas1 sonlu kalmaktadir. Kompozit vektor
alanlarin sagilmalarindan spinér pargacik treti-
mi miimkiin hale gelmektedir. Vektor alan
spindr alan etkilesmesine skaler alan birinci
mertebeden katkida bulunmaktadir. Katk: olarak
gelen sacgilma sonsuzluk icermektedir ve sonsuz
renormalizasyona ihtiyact vardir. Skaler alanin
eklenmesiyle o©nceki modelde bulunmayan
spinor-skaler alan etkilesmesi mevcuttur. Bu
etkilesmenin bir halka iizerinden katkilar1 ince-
lendiginde skaler alandan gelen katkinin sonsuz-
luk  igerdigi  goriilmiistir ve  sonsuz
renormalizasyona ihtiyact vardir. Ayrica denk-
lem (9)’da bulunan dortlii skaler alan etkilesme-
si de sonsuzluk icermektedir. Hesaplar sirasinda
kargilasilan bu sonsuzluklarin renormalizasyon
grubu (RG) yontemi kullanilarak yok edilebilir.
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RG denklemleri ve ¢oziimleri

Skaler alan eklenmis modeldeki ii¢ etkilesme
sabitinin de sonsuz renormalizasyona ihtiyag
vardir. Renormalizasyonda g, diisiik enerjilerin

alinabilir
burada

referans  noktasit olarak ve
t=In(u/y,)  tanimlanabilir U

renormalizasyon noktasidir. Model i¢in bir hal-
ka tizerinden RG denklemleri asagidaki gibidir

21 _ 3
167 ” ()= Ay (1),
16ﬂ2%e(t)=Be(t)y2(t), (10)

2i 200yt
167 7 a(t)y=Ca"(t)- Dy ().

Burada A, B, C ve D sabitlerdir. RG denklemle-
rinin ¢Oziimleri

2

2000 Yo
y()= 70
(1) =e,Z (D), (11)
a(t)_y_ozAi 4> +CD
- C Z(1)
Ay2

olarak elde edilir ve denklemde Z(¢) =1- S—gt
T
olarak tanimhidir. Ag¢ikca goriildiigi gibi ¢oziim-

lerde bulunan Z(#) nedeniyle etkilesme sabitle-

rinde bir 1raksaklik bulunmaktadir. Bu 1raksak-
l1iga, belirli bir momentum degeri i¢in etkilesme
sabitinin 1raksamasi, "Landau Kutbu" denir ve
karsimiza c¢ikan bu iraksama kuantum elektro
dinamiginde iyi bilinen bir triviyallik problemi-
dir. Sonug olarak trivial bir teori elde edilmistir
(Lutfiioglu ve Tagkin, 2007). Benzer bir prob-
lem skaler Giirsey modelinde de karsilagilmigtir
(Hortagsu, Liitfiioglu ve Taskin, 2007). Gelecek
boliimde bu 1raksakligi kaldirilmak igin yeni
modeller olusturulacaktir.

Trivial olmayan teori arayislari

Goriildigi tizere modele minimal yolla kiitlesiz
temel bir skaler alan eklenmesi RG denklemle-
rinin ¢ozlimlerinde bir 1raksaklik olusturmustur.
Iraksaklig1 kaldirmak icin polinom formundaki

111

esdeger modele degisik gruplarda skaler ve/veya
vektor alanlar eklenecektir. Olusturulan model-
lerin RG denklemleri incelenerek 1raksakliklari
arastirilacaktir. Burada olusturulan modeller i¢in
yapilan hesaplamalar agikga gosterilmeyecek,
sadece sonuglara yer verilecektir.

Modele eklenebilecek alanlar ve gruplar asagi-
daki gibidir

1. U(1) vektor alan eklemek,

2. Kompozit vektor alant SU(N) yapip mo-
dele U(1) vektor alan eklemek,

3. Kompozit vektor alan1 SU(N) yapip mo-
dele skaler alan eklemek,

4. Kompozit vektor alan1t SU(N) yapip mo-
dele skaler alan ve U(1) vektor alan
eklemek,

5. Skaler alan ve U(1) vektor alan eklemek,

6. Skaler alan ve SU(N) vektor alan

eklemek.

Hesaplamalarin sonucunda ilk ii¢ maddede olus-
turulan modellerin RG denklem ¢6zliimlerinde
Landau kutbu ile karsilasgilmistir. Dordiincii ve
besinci maddede olusturulan modellerde ise et-
kilesme sabitleri i¢in birbirlerine bagli ¢oztiimler
elde edilmistir, en az bir etkilesme sabiti i¢in
lineer bagimsiz bir ¢dziime ulasilamamistir. Do-
layistyla sonsuzluk igerip igermedigi konusunda
bir sonuca ulasilamamistir. Son se¢enekte olus-
turulan modelin RG denklem ¢6ziimlerinden
sonsuzluk icermeyen bir model oldugu goriil-
mistiir ve trivial olmayan model sonuglar1 ver-
mektedir. Trivial olmayan modelin RG denklem
coziimleri Harada ve digerlerinin (1994) calis-
malarinda izledikleri islem sirasi takip edilerek
elde edilebilir. Sonug olarak trivial olmayan bir
model elde edilmistir  (Liitfiioglu  ve
Tagkin, 2007).

Sonug

Yapilan hesaplamalar sonucunda, birbirleriyle
sacilabilen ve kompozit vektor alan iceren bir
model olusturulmustur. Bununla birlikte temel
alanlarin birbirleriyle sacilmalar1 entegral siniri
sonsuza gotiirildiiglinde sifir  oldugu ve
kompozit vektor alanlarin birbirleriyle sagilma-
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larinin sonlu kaldig1 goriilmiistiir. Ayn1 zaman-
da kompozit vektor alanlarla spinorlerin sagil-
malar1 da sifir sagilma genligine sahiptir. Ayni
zamanda bir spindr bir kompozit vektor alanla
sacilabilir ve aga¢ yaklasimina ek olarak parca-
cik olusturulabilir. Kompozit vektor alanlar et-
kilesmelerde gelen ya da giden pargaciklar ola-
rak yer aldiklarinda sagilma genligi sifira git-
mektedir. Polinom formundaki modelin tek etki-
lesme sabiti e'nin sonsuz renormalizasyona ihti-
yac1 yoktur.

Modele skaler alan eklenmesi etkilesmelerin bir
halka diizeltmelerine katkida bulunmustur ve
bazi sacilma sonuglarini degistirmistir. Spindr-
vektor alan sagilmasinda skaler alan katkisindan
gelen etkilesmede sonsuz renormalizasyona ih-
tiyag vardir. Bir onceki modelde bulunmayan
spinor-skaler alan etkilesmesinde bir skaler alan
bir halka katkisi sonsuz renormalize edilmesi
gerekmektedir. Ek olarak dortlii skaler alan etki-
lesmesinden gelen spindr kutu etkilesmesinin de
sonsuzluk icerdigi goriilmistiir. Bir dnceki mo-
delde spindr-spindr etkilesmesi bulunmamak-
taydi, fakat yeni modelde skaler alanin olmasi
nedeniyle bu tiir sagilmalara izin verilmektedir.

RG analiz yontemleri kullanilarak modelde son-
suz renormalizasyona ihtiya¢ duyulan etkiles-
melerin RG denklemleri yazilmistir ve kuantum
elektro dinamiginde ¢ok 1iyi bilinen Landau kut-
bu ile karsilasilmistir. Sonug olarak

modele skaler alan eklenmesine ragmen trivial
bir model elde edilmistir. Modeldeki
iraksakligin giderilmesi i¢in esdeger polinom
modele degisik gruplarda skaler ve/veya vektor
alanlar eklenmistir. Olusturulan yeni modellerin
biri disinda Landau kutbu ile karsilasilmistir.
Landau kutbu i¢cermeyen modelin trivial olma-
yan model sonuglar1 verdigi goriilmiistiir.
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